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ПРЕДМЕТ МАТЕМАТИЧЕСКОЙ
СТАТИСТИКИ

Мы все часто слышим в экономических блоках новостей слова «ста-
тистика», «статистические данные» или даже «национальный стати-
стический комитет». Каждое макроэкономическое исследование или
прогноз так или иначе опирается на статистику. Любой опрос обще-
ственного мнения — это статистическая выборка. Некоторые статисти-
ческие данные настолько важны, так сильно могут повлиять на дея-
тельность отдельных предприятий или даже на благосостояние цело-
го государства, что их засекречивают, умышленно искажают, продают
за деньги. Поэтому доказывать важность изучения науки, называемой
статистикой, нет никакой необходимости.

Однако предмет математической статистики несколько отличает-
ся от того, что понимает под ней рядовой обыватель. В обыденной
жизни слово «статистика» ассоциируется прежде всего со сбором одно-
типных сведений либо о большом числе объектов, либо на протяжении
длительного периода времени, а также с очень поверхностным анали-
зом этих сведений (результаты которого могут выражаться фразами
вроде «производство такого-то товара за год выросло на столько-то
процентов», «индекс потребительского доверия падает», «такой-то кан-
дидат победит уже в первом туре президентских выборов»). В отличие
от этого математическая статистика не занимается сбором сведений.
В ней изначально предполагается, что некоторый набор данных уже
имеется, а цель — их всесторонний анализ, на основе которого опре-
деляют тип и параметры распределения вероятностей, которому под-
чинены данные, и проверяют различные гипотезы о параметрах этого
распределения. В прикладной статистике идут еще дальше: исследуют
зависимости между различными переменными, представляют одни из
них как функции от других, и на этой основе делают прогнозы (на-
пример, как будут варьироваться одни параметры при определенном
изменении других параметров, или о развитии событий в будущем).

В общих чертах предмет математической статистики можно опи-
сать следующим образом.

Пусть на пространстве Rn задано семейство распределений вероят-
ностей Pθ, где параметр θ изменяется в каком-то множестве Q.

При некотором значении θ ∈ Q рассматривается случайная величи-
на x ∈ Rn с распределением Pθ. Для нее проводится N независимых
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испытаний, в которых наблюдаются значения x1, . . . , xN ∈ Rn (другими
словами, все случайные величины x1, . . . , xN независимы и имеют рас-
пределение Pθ). Набор X = (x1, . . . , xN) называется выборкой объема N
из распределения Pθ.

Целью математической статистики является получение информа-
ции о параметре θ по наблюдаемой выборке X. При этом считается, что
семейство вероятностных распределений {Pθ | θ ∈ Q } задано, но ис-
тинное значение θ неизвестно. Эта задача решается с помощью специ-
альным образом подобранных функций от выборки, называемых ста-
тистиками. Таким образом, слово «статистика» употребляется в двух
смыслах: как название научной дисциплины и как некоторая функция
от выборки.

В математической статистике выделяются два больших раздела:
оценивание параметров и проверка гипотез. В первом из них находят
такие статистики T (X), значения которых в некотором вероятностном
смысле близки к истинному θ. Эти статистики называются оценками θ.
Во втором разделе пытаются определить, принадлежит ли θ некоторым
заранее заданным подмножествам в области изменения параметра Q.
Утверждение о принадлежности θ какому-либо подмножеству Q′ ⊂ Q
называется гипотезой.

В данном пособии излагается материал, приблизительно соответ-
ствующий семестровому курсу статистики для студентов математиче-
ских специальностей. Этот материал также служит базой для различ-
ных методов прикладной статистики, которые содержатся во второй
части курса и предназначены в первую очередь для студентов-матема-
тиков, специализирующихся в экономике.

При изучении математической статистики предполагается знаком-
ство с основными понятиями и фактами теории вероятностей и теории
интеграла Лебега. Для удобства читателя эти сведения приведены в
приложении.

Материал повышенной сложности набран в тексте мелким шриф-
том. Названия тех параграфов, материал которых никак не использу-
ется в дальнейшем, помечены символом «†».

В заключение этого короткого вступления выражаю глубокую бла-
годарность А. В. Лебедеву, который сделал большое число замечаний,
послуживших значительному улучшению рукописи.



Глава 1. СТАТИСТИЧЕСКОЕ
ОЦЕНИВАНИЕ ПАРАМЕТРОВ

§ 1. Основные понятия
статистического оценивания

Начнем с описания базовых объектов, участвующих в процедуре
статистического оценивания.

Под распределением вероятностей на пространстве Rn мы будем
понимать любую вероятностную борелевскую меру P на Rn (которая
определена на σ-алгебре борелевских множеств, см. Приложение, п. I).
Говорят, что случайная величина x ∈ Rn имеет распределение P , ес-
ли вероятность ее попадания в любое борелевское множество A ⊂ Rn

равна P (A). Выборкой объема N из распределения P называют после-
довательность из N независимых случайных величин X = (x1, . . . , xN),
каждая из которых имеет распределение P . Очевидно, X ∈ RnN . Если
был проведен эксперимент, в результате которого случайные величины
x1, . . . , xN приняли какие-то конкретные значения (выборочные зна-
чения), то набор этих значений тоже называют выборкой. Поскольку
случайные величины x1, . . . , xN независимы, распределение выборки X
удовлетворяет тождеству

P{x1 ∈ A1, . . . , xN ∈ AN} = P{x1 ∈ A1} × . . . × P{xN ∈ AN}.

В том случае, когда распределение P имеет плотность p(x), распре-
деление выборки тоже имеет плотность p(X), которая представляется
как произведение

p(X) = p(x1)× . . .× p(xN).

Определение. Статистика — это любая (измеримая по Боре-
лю) функция T (X) от выборки X. Ее значения могут лежать в любом
метрическом пространстве.

Сразу следует отметить, что определяя статистику как функцию
от выборки, мы допускаем некоторую вольность речи. Дело в том, что
выборка X = (x1, . . . , xN) может иметь какой угодно объем N . Так
что на самом деле всякая статистика — это целая последовательность
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функций от выборок разного объема. Кроме того, все эти функции,
как и сами выборки, являются случайными величинами.

Пусть на пространстве Rn задано семейство вероятностных распре-
делений {Pθ | θ ∈ Q }, где Q ⊂ Rm, и при некотором (неизвестном
для нас) значении параметра θ наблюдается выборка X = (x1, . . . , xN)
из распределения Pθ. Основная задача статистического оценивания за-
ключается в том, чтобы найти статистику θ̂ = T (X), значение которой
было бы в некотором вероятностном смысле близко к истинному зна-
чению θ. При этом величина θ̂ = T (X) называется статистической
оценкой параметра θ.

Пример. Пусть N (a, d) — нормальное распределение с математи-
ческим ожиданием a и дисперсией d. Его функция распределения имеет
вид

Fad(x) =
1√
2πd

∫ x

−∞
e−(u−a)2/2d du.

Предположим, что мы наблюдаем выборку X = (x1,. . . , xN) из этого
распределения, а параметры a и d нам неизвестны. Требуется найти
для них оценки. В этом примере выборочные значения xi одномерные,
а параметр θ = (a, d) двумерный. В качестве области Q можно взять
полуплоскость Q = {(a, d) ∈ R2 | d > 0 }.

Оценками для a и d в этом примере могут служить выборочное
среднее x̄ и выборочная дисперсия σ̂2, определяемые формулами:

x̄ =
1

N

N∑
t=1

xt, σ̂
2 =

1

N

N∑
t=1

(xt − x̄)2. (1.1)

Таким образом, мы полагаем θ̂ = (x̄, σ̂2). Рисунок 1 иллюстрирует опи-
санную процедуру оценивания.

q
-

6

q qz
�

θ = (a, d)

θ̂ = T (X)

RN

X

a

d
T

P (dX) =

N∏
t=1

dFad(xt)

Рис. 1. Оценивание параметров нормального распределения
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Довольно часто используют более общий подход к понятию пара-
метра распределения вероятностей. А именно, под параметром пони-
мают любой функционал, определенный на множестве всех (или зна-
чительной части) распределений. Типичными примерами таких функ-
ционалов являются математическое ожидание и дисперсия.

Если рассматривается семейство распределений Pθ, зависящее от
конечномерного параметра θ, то статистическое оценивание принято
называть параметрическим. Во втором случае, когда оценивается зна-
чение функционала, определенного на множестве всех вероятностных
распределений, говорят о непараметрическом статистическом оцени-
вании (потому что нет параметрического семейства Pθ). Примеры та-
кого оценивания будут рассмотрены в § 3.

Определение. Статистическая оценка θ̂ = T (X) состоятельна,
если при любом значении параметра θ она сходится к θ по вероятности
при N → ∞. В явном виде это означает, что для всякого ε > 0

Pθ
{
|θ̂− θ| > ε

}
→ 0 при N → ∞.

Статистическая оценка θ̂ = T (X) строго (или сильно) состоятельна,
если при каждом θ она сходится к θ почти наверное (с вероятностью
единица по отношению к распределению Pθ). Здесь предполагается,
что θ и θ̂ принадлежат евклидову пространству Rm.

По сути, состоятельность оценки означает, что определяемая ею
функциональная последовательность (как мы уже отмечали, всякая
оценка — это последовательность функций на вероятностном простран-
стве, занумерованная объемом выборки N) сходится к константе θ. В
курсах теории вероятностей и функционального анализа доказывается,
что из сходимости почти наверное (или почти всюду в терминологии
теории меры) вытекает сходимость по вероятности (по мере). Поэтому
из строгой состоятельности оценки вытекает ее состоятельность.

Определение. Смещением оценки θ̂ = T (X) называется матема-
тическое ожидание разности θ̂− θ:

b(θ) = Eθ
{
θ̂− θ

}
= Eθθ̂− θ.

Если b(θ) ≡ 0, то оценка называется несмещенной. Если же b(θ) → 0
при N → ∞, то оценка называется асимптотически несмещенной.

Разумеется, смещение зависит не только от θ, но и от мощности
выборки N .
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Несмещенные оценки существуют не всегда. В качестве примера
рассмотрим последовательность испытаний Бернулли X = (x1, . . . , xN),
в которой каждое выборочное значение xi может быть равно единице
с вероятностью θ2 или нулю с вероятностью 1−θ2, где θ ∈ (0, 1). Тогда
вероятность всей выборки X вычисляется по формуле

Pθ(X) =
(
θ
2
)x1+ ...+xN

(
1− θ2

)N−x1− ...−xN
.

Из нее следует, что Pθ(X) является многочленом от θ2. Математическое
ожидание любой статистики T (X) имеет вид

Eθ{T (X)} =
∑

X∈{0,1}N

Pθ(X)T (X)

и тоже является многочленом от θ2. Значит, равенство Eθ{T (X)} = θ
невозможно.

Тем не менее для многих стандартных семейств распределений, изу-
чаемых в статистике, несмещенные оценки существуют. Например, вы-
борочное среднее x̄ всегда является несмещенной оценкой математи-
ческого ожидания случайной величины x. Выборочная дисперсия σ̂2
из (1.1) смещена, однако несмещенная оценка существует и равна

s2 =
1

N − 1

N∑
t=1

(xt − x̄)2. (1.2)

Задача 1. Докажите несмещенность оценки (1.2).
Задача 2. Докажите, что если оценка состоятельна и ограничена,

то она асимптотически несмещенная.

§ 2. Вариации и ковариации оценок
Мы изучаем семейство вероятностных распределений {Pθ | θ ∈ Q }

на Rn, где Q — некоторая область в евклидовом пространстве Rm, и
статистическую оценку θ̂ для параметра θ. По определению, эта оценка
является функцией θ̂ = T (X) от выборки X = (x1, . . . , xN) ∈ RnN из
распределения Pθ. Очевидно, θ и θ̂ являются m-векторами:

θ = (θ1, . . . , θm), θ̂ = (θ̂1, . . . , θ̂m) =
(
T1(X), . . . , Tm(X)

)
.
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Математическим ожиданием оценки θ̂ называется вектор

Eθθ̂ =
(
Eθθ̂1, . . . ,Eθθ̂m

)
, Eθθ̂i =

∫
RnN

Ti(X)Pθ(dX).

Дисперсия (полная дисперсия) оценки θ̂ — это

Dθ̂ = Eθ
{∣∣θ̂− Eθθ̂

∣∣2} = Eθ

{
m∑
i=1

(
θ̂i − Eθθ̂i

)2}
=

m∑
i=1

Dθ̂i.

Для полной дисперсии также верны равенства

Dθ̂ =
m∑
i=1

Dθ̂i =
m∑
i=1

Eθθ̂i
2 −

m∑
i=1

(
Eθθ̂i

)2
= Eθ

∣∣θ̂∣∣2 − ∣∣Eθθ̂∣∣2.
Вариацией (или полной вариацией) оценки θ̂ называется величина

Var θ̂ = Eθ|θ̂− θ|2 =

m∑
i=1

Eθ(θ̂i − θi)2.

Обычно считается, что полная вариация служит мерой уклонения θ̂
от истинного значения θ. При этом оценка θ̂ тем лучше, чем меньше
ее вариация. Сразу же отметим, что вариацию статистической оценки
невозможно сделать сколь угодно малой, потому что для нее всегда
существует оценка снизу (см. неравенство Рао — Краме́ра в § 6).

Матрицей вариаций для θ̂ называется матрица V = (vij)
m
i,j=1 с эле-

ментами
vij = Eθ

{
(θ̂i − θi)(θ̂j − θj)

}
.

Матрицу вариаций можно также определять формулой

V = Eθ
{
(θ̂− θ)×(θ̂− θ)∗

}
,

в которой (θ̂−θ) — вектор-столбец, (θ̂−θ)∗ — вектор-строка, а матема-
тическое ожидание матрицы (θ̂−θ)×(θ̂−θ)∗ вычисляется поэлементно.

Аналогично, матрицей ковариаций оценки θ̂ называется матрица
Σ = (σij)

m
i,j=1 вида

Σ = Cov
{
θ̂, θ̂
}
= Eθ

{(
θ̂− Eθθ̂

)
×
(
θ̂− Eθθ̂

)∗}
,

σij = Eθ
{(
θ̂i − Eθθ̂i

)(
θ̂j − Eθθ̂j

)}
.
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Очевидно, дисперсия Dθ̂, полная вариация Var θ̂, а также матрицы V
и Σ зависят от параметра θ, мощности выборки N и вида функции
θ̂ = T (X). Непосредственно из определений вытекает, что

Dθ̂ =
m∑
i=1

σii = trΣ, Var θ̂ =
m∑
i=1

vii = trV, (2.1)

где tr Σ обозначает след матрицы Σ. Кроме того, вариации и ковариа-
ции обладают следующими свойствами.

Свойство 2.1. Матрицы V и Σ симметричны и неотрицательно
определены.

Свойство 2.2. Справедливы равенства:

V = Σ+ b(θ)b(θ)∗, (2.2)

Var θ̂ = Dθ̂+ |b(θ)|2, (2.3)

где b(θ) — смещение θ̂. В частности, если оценка θ̂ несмещенная, то
тогда V = Σ.

Свойство 2.3. Если Var θ̂ → 0 при N → ∞, то оценка θ̂ состоя-
тельна.

До к а з а т е л ь с т в о. Симметричность матриц V и Σ очевидна.
Неотрицательная определенность матрицы V означает, что для любо-
го вектор-столбца h = (h1, . . . , hm) произведение h∗V h неотрицательно.
Это свойство проверяется простой выкладкой

h∗V h =

m∑
i,j=1

hivijhj = Eθ


m∑

i,j=1

hi(θ̂i − θi)(θ̂j − θj)hj

 =

= Eθ

{( m∑
i=1

hi(θ̂i − θi)
)2}

> 0.

Неотрицательная определенность матрицы Σ доказывается точно так
же. Равенство (2.2) вытекает из выкладки

vij = Eθ
{((
θ̂i − Eθθ̂i

)
+
(
Eθθ̂i − θi

))((
θ̂j − Eθθ̂j

)
+
(
Eθθ̂j − θj

))}
=

= σij + bi(θ)bj(θ).
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Переходя в (2.2) к следам, получаем (2.3). Наконец, свойство 2.3 дока-
зывается с помощью неравенства Чебышёва (см. Приложение, п. I):

Pθ
{
|θ̂− θ| > ε

}
= Pθ

{
|θ̂− θ|2

ε2
> 1

}
6 Eθ

{
|θ̂− θ|2

ε2

}
= ε−2 Var θ̂→ 0.

Замечание. Знакоопределенность матриц V и Σ является вариан-
том известного в линейной алгебре утверждения о том, что матрица,
составленная из попарных скалярных произведений некоторого набора
векторов (матрица Грама), неотрицательно определена.

§ 3. Выборочные оценки
Рассмотрим конечное вероятностное пространство ΩN = {1, . . . , N},

в котором вероятности элементарных событий 1, . . . , N одинаковы и
равны 1/N . Каждую выборку X = (x1, . . . , xN) со значениями в Rn (или
любом другом метрическом пространстве) мы будем отождествлять со
случайной величиной X : ΩN → Rn, которая сопоставляет каждому
элементарному событию t ∈ ΩN значение X(t) = xt.

При таком отождествлении всякая выборка X = (x1, . . . , xN) по-
рождает эмпирическое (выборочное) распределение вероятностей PX

на пространстве Rn по следующему правилу: каждому значению xt

приписывается вероятность 1/N , а вероятность всего остального мно-
жества Rn \ {x1, . . . , xN} считается равной нулю. Например, математи-
ческое ожидание любой функции f(x) по отношению к эмпирическому
распределению PX выглядит как

EX{f(x)} =
1

N

N∑
t=1

f(xt).

В следующем определении формулируется общий принцип построе-
ния выборочных оценок для тех параметров, которые являются функ-
ционалами на множестве вероятностных распределений (таких, как ма-
тематическое ожидание, дисперсия, моменты, ковариации, корреляции
и т. п.)

Определение. Если φ(P ) — некоторый функционал на множестве
вероятностных распределений, то его выборочной (подстановочной)
оценкой называется φ̂ = φ(PX) (то есть значение φ на эмпирическом
распределении, порожденном выборкой X).
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Здесь предполагается, что функционал φ(P ) определен либо на мно-
жестве всех распределений, либо на некотором его подмножестве, со-
держащем все эмпирические распределения.

Примеры. Рассмотрим любую случайную величину x ∈ R с функ-
цией распределения F (z) = P{x 6 z}. В теории вероятностей для нее
определяют следующие параметры:

а) математическое ожидание Ex;
б) дисперсию Dx = E

{
(x− Ex)2

}
;

в) моменты αk = E{xk};
г) характеристическую функцию φ(λ) = E{eiλx}.
Вычислим соответствующие выборочные оценки.
Выборочное математическое ожидание (выборочное среднее) — это

x̄ = EX{x} =
1

N

N∑
t=1

xt.

Выборочная дисперсия определяется формулой

σ̂
2 = EX

{
(x− x̄)2

}
=

1

N

N∑
t=1

(xt − x̄)2.

Выборочный момент k-го порядка — это

α̂k = EX

{
xk
}
=

1

N

N∑
t=1

xk
t .

Выборочная характеристическая функция — это

φ̂(λ) = EX

{
eiλx

}
=

1

N

N∑
t=1

eiλxt .

Чтобы было легче строить различные выборочные оценки, очень
полезно запомнить такое правило: любая выборочная «характеристи-
ка» определяется как та же самая «характеристика» для дискретной
случайной величины, порожденной выборкой. Здесь слово «характе-
ристика» представляет собой лингвистическую переменную, принима-
ющую значения «математическое ожидание», «дисперсия», «ковариа-
ция», «момент k-го порядка» и т. п. Именно по этому правилу были
выписаны четыре последние формулы.



§ 3. Выборочные оценки 13

-

6

aq aq aq aq aq aq aq aq
z

1

� 1/N

x(1) x(2) x(3) x(N−1) x(N)

Рис. 2. График выборочной функции распределения

В качестве еще одного примера «характеристики», определенной
для всех вероятностных распределений на вещественной прямой, рас-
смотрим функцию распределения F (z) = P{x 6 z}. По нашему пра-
вилу ее выборочная оценка F̂ (z) определяется как функция распреде-
ления, отвечающая эмпирическому распределению вероятностей PX .
График выборочной функции распределения F̂ (z) изображен на рис. 2.
На нем числа x(1) 6 x(2) 6 · · · 6 x(N−1) 6 x(N) обозначают располо-
женные в порядке возрастания выборочные значения x1, . . . , xN .

Чтобы выписать формулу для F̂ (z), введем функцию Хевисайда

η(z) =

{
0, если z < 0,

1, если z > 0.

Нетрудно видеть, что

F̂ (z) =
#{xt | xt 6 z}

N
=

1

N

N∑
t=1

η(z − xt). (3.1)

Здесь символ # («диез») обозначает число элементов множества.
В следующей теореме доказывается состоятельность большинства

выборочных оценок, перечисленных выше.
Теорема 3.1. Для любых фиксированных z, λ ∈ R статистики

F̂ (z), α̂k и φ̂(λ) являются сильно состоятельными и несмещенными
оценками соответственно для F (z), αk и φ(λ). При этом вариации
F̂ (z) и α̂k имеют вид

Var F̂ (z) =
F (z)(1− F (z))

N
, Var α̂k =

α2k − α2k
N

(последняя — при условии, что существует момент α2k).
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До к а з а т е л ь с т в о. Положим ζt = η(z − xt). Тогда

P{ζt = 1} = P{xt 6 z} = F (z),

P{ζt = 0} = P{xt > z} = 1− F (z),

Eζt = 1 · F (z) + 0 · (1− F (z)) = F (z),

Dζt = Eζ2t − (Eζt)
2 = F (z)(1− F (z)).

По определению случайные величины ζ1, . . . , ζN независимы. Значит,
они образуют последовательность испытаний Бернулли. В силу (3.1)

F̂ (z) =
1

N

N∑
t=1

η(z − xt) =
1

N

N∑
t=1

ζt.

По усиленному закону больших чисел последняя сумма с вероятностью
один сходится к Eζt = F (z). Значит, оценка F̂ (z) для F (z) сильно состо-
ятельна. Она несмещенная, поскольку EF̂ (z) = Eζt = F (z). Вычислим
ее вариацию:

Var F̂ (z) = DF̂ (z) =
1

N2

N∑
t=1

Dζt =
F (z)(1− F (z))

N
.

Несмещенность и сильная состоятельность оценок α̂k и φ̂(λ) дока-
зывается аналогично. Найдем вариацию αk:

Var α̂k = Dα̂k = D

{
1

N

N∑
t=1

xk
t

}
=

1

N
D
{
xk
t

}
=

=
1

N

(
Ex2k

t −
(
Exk

t

)2)
=
α2k − α2k

N
. �

Вопрос 1. Почему в этой теореме не вычисляется вариация φ̂(λ)?
Вопрос 2. Вытекает ли из этой теоремы сильная состоятельность

и несмещенность выборочной дисперсии?
Задача 1. При любых фиксированных значениях z и λ отображе-

ния X 7→ F̂ (z) и X 7→ φ̂(λ) являются скалярными статистиками. Мы
только что доказали, что они сильно состоятельны. Но можно также
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рассматривать и функциональные статистики X 7→ F̂ ( · ) и X 7→ φ̂( · ),
принимающие значения в множестве функций на вещественной оси.
Докажите, что они тоже сильно состоятельны (сходимость в функцио-
нальном пространстве понимать в смысле равномерной нормы). Это
утверждение называется теоремой Гливенко — Кантелли.

Задача 2. Докажите, что если параметр θ является непрерывным
функционалом на множестве всех вероятностных распределений, то его
выборочная оценка θ̂ сильно состоятельна. Будут ли математическое
ожидание и дисперсия непрерывными функционалами на множестве
вероятностных распределений? Как определяется топология на мно-
жестве вероятностных распределений? (См. Приложение, п. IV).

Теорема 3.2. Если 0 < F (z) < 1, то для всех u ∈ R

P

{√
N

F̂ (z)− F (z)√
F (z)(1− F (z))

6 u

}
−→ Φ(u) при N → ∞,

а если существует момент α2k и при этом α2k < α2k, то

P

{√
N
α̂k − αk√
α2k − α2k

6 u

}
−→ Φ(u) при N → ∞,

где Φ(u) — стандартная нормальная функция распределения:

Φ(u) =
1√
2π

∫ u

−∞
e−x2/2 dx.

Поэтому говорят, что оценки F̂ (z) и α̂k асимптотически нормально
распределены.

До к а з а т е л ь с т в о. Это вытекает из предыдущей теоремы и цен-
тральной предельной теоремы для последовательности независимых
одинаково распределенных случайных величин. �

Замечание. Условие α2k < α2k как правило выполняется. Это сле-
дует из того, что

α2k − α2k = Ex2k
t −

(
Exk

t

)2
= Dxk

t > 0.

Выборочная функция распределения разрывна, и у нее нет плот-
ности. Вместо нее для выборки X = (x1, . . . , xN) обычно строят так
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-
b0 = A b1 b2 b3 bN−1 B = bN

z

Рис. 3. Гистограмма

называемую гистограмму. Пусть все выборочные значения xt лежат
на отрезке [A,B]. Разобьем его на n частей точками b0 < b1 < · · · < bn.
Введем обозначения ∆k = [bk−1, bk) и νk = #{xt | xt ∈ ∆k}. Тогда на
каждом интервале ∆k полагают f̂(z) = νk/N |∆k|. Построенная таким
образом гистограмма (см. рис. 3) является плотностью вероятности,
потому что интеграл от нее по всей вещественной оси равен единице.

Отметим, что если число интервалов разбиения n фиксировано, то
в большинстве случаев гистограмма является смещенной и несостоя-
тельной оценкой для плотности распределения f(z) = F ′(z) (уже хотя
бы по той простой причине, что функцию f(z) невозможно аппрокси-
мировать ступенчатыми функциями с n значениями).

§ 4. Квантили и p-уровни
Пусть задана скалярная случайная величина x с функцией распре-

деления F (z) = P{x 6 z}. Квантилью уровня p ∈ (0, 1) называется
число

zp = sup{z | F (z) < p } = inf{z | F (z) > p }. (4.1)

В частности, для p = 1/2 квантиль z1/2 называется медианой. Известно,
что функция распределения всегда непрерывна справа. Отсюда выте-
кает, что F (zp) > p. Если к тому же функция распределения непре-
рывна в точке zp, то тогда F (zp) = p. А в случае, когда функция F (z)
непрерывна и строго возрастает на всей вещественной оси, имеет место
равенство zp = F−1(p) (см. рис. 4).

Напомним, что по определению случайная величина x является
функцией на каком-то вероятностном пространстве x : Ω → R. Опреде-
лим новую случайную величину F (x), являющуюся результатом под-



§ 4. Квантили и p-уровни 17

-

6

z

1

p

zp

F (z)

Рис. 4. Квантиль уровня p

становки случайной величины x в качестве аргумента ее функции рас-
пределения F (другими словами, композицию двух функций x : Ω → R
и F : R → [0, 1]). Полученную таким образом случайную величину F (x)
называют p-уровнем исходной случайной величины x.

Теорема 4.1. Если функция распределения случайной величины x
непрерывна на вещественной оси, то ее p-уровень F (x) равномерно
распределен на отрезке [0, 1].

До к а з а т е л ь с т в о. Действительно, для любого p ∈ (0, 1) из опре-
деления квантили и непрерывности распределения следует, что

P{F (x) < p} = P{x < zp} = P{x 6 zp} = F (zp) = p. �

Теорема 4.2. Для любой случайной величины x ∈ R и p ∈ [0, 1]

P
{
F (x− 0) < p

}
> p, P

{
F (x) > p

}
> 1− p. (4.2)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Пусть p ∈ (0, 1). Если F (zp − 0) = p, то

P
{
F (x− 0) < p

}
= P{x < zp} = F (zp − 0) = p.

А если F (zp − 0) < p, то

P
{
F (x− 0) < p

}
= P{x 6 zp} = F (zp) > p.

Тем самым мы доказали левое из неравенств (4.2) для всех p ∈ (0, 1).
В случае p = 1 оно получается предельным переходом при p → 1− 0, а
в случае p = 0 оно очевидно.

Пусть G(z) — функция распределения случайной величины −x. Для
нее выполняется равенство

F (z) +G(−z − 0) = P{x 6 z}+ P{−x < −z} = 1.
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Из него с помощью уже доказанного левого неравенства (4.2) получаем

P
{
F (x) > p

}
= P

{
G(−x− 0) < 1− p

}
> 1− p. �

Рассмотрим выборку X = (x1, . . . , xN) из распределения F (z). Рас-
положим все выборочные значения xi в порядке возрастания:

x(1) 6 x(2) 6 . . . 6 x(N−1) 6 x(N). (4.3)

Случайные величины x(i) называются порядковыми статистиками, а
вся упорядоченная последовательность (4.3) называется вариационным
рядом.

-

6

aq aq aq aq aq aq aq aq

x(1) x(2) x(3) x(N−1) x(N)ẑp

p

z

1

Рис. 5. Выборочная квантиль уровня p

Всякая выборка X порождает свою выборочную функцию распре-
деления F̂ (z). В соответствии с общим правилом, выборочной кван-
тилью уровня p называется p-квантиль ẑp для выборочной функции
распределения F̂ (z) (см. рис. 5). Она удовлетворяет условиям

ẑp = x(i), если
i− 1

N
< p 6 i

N
,

и
p 6 F̂ (ẑp) < p+

1

N
. (4.4)

Традиционно выборочной медианой называют не выборочную кван-
тиль ẑ1/2, как можно было бы ожидать, а центральное значение вариа-
ционного ряда, определяемое равенством

ζ̂ =


x(m) при N = 2m− 1,

x(m) + x(m+1)

2
при N = 2m.
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В следующей теореме утверждается, что выборочная квантиль, как
и большинство других выборочных оценок, состоятельна.

Теорема 4.3. Если F (z) > p при всех z > zp, то оценка ẑp для zp
состоятельна.

До к а з а т е л ь с т в о. Фиксируем произвольное число ε > 0. Тогда
по условию теоремы F (zp + ε) > p. С другой стороны, по определению
квантили F (zp − ε) < p. Выберем такое малое число δ > 0, чтобы
одновременно было F (zp + ε) > p+ δ и F (zp − ε) < p− δ. Из сильной
состоятельности выборочной функции распределения вытекает, что

F̂ (zp + ε)
п. н.−−−→ F (zp + ε), F̂ (zp − ε)

п. н.−−−→ F (zp − ε)

при N → ∞. Следовательно, с вероятностью 1 при всех достаточно
больших N выполняются неравенства

F̂ (zp + ε) > p+ δ, F̂ (zp − ε) < p− δ. (4.5)

Из (4.4) и (4.5) получаем, что с вероятностью 1

zp − ε < ẑp < zp + ε при N → ∞.

В силу произвольности ε отсюда вытекает, что ẑp с вероятностью 1
сходится к zp. �

Без доказательства приведем еще одну теорему.

Теорема 4.4 [3]. Если функция распределения F (z) имеет плотность f(z), и
в некоторой окрестности квантили zp эта плотность непрерывно дифференци-
руема и положительна, то выборочная квантиль ẑp асимптотически нормально
распределена: при N → ∞

P

{√
N

ẑp − zp√
p(1− p)

f(zp) 6 u

}
−→ Φ(u) =

1
√
2π

∫ u

−∞
e−x2/2 dx.

§ 5. Метод моментов
Метод моментов для построения статистических оценок был пред-

ложен в 1900 г. английским статистиком К. Пирсоном.
Пусть на вещественной оси задано семейство распределений веро-

ятностей Pθ, зависящее от параметра θ ∈ Rm, и существуют моменты

αk(θ) = Eθ
{
xk
}
=

∫ ∞

−∞
xk Pθ(dx), k = 1, . . . , m.
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По выборке X = (x1, . . . , xN) из распределения Pθ найдем выборочные
моменты

α̂k =
1

N

N∑
t=1

xk
t , k = 1, . . . , m.

Определение. Оценкой по методу моментов θ̂ называют решение
системы уравнений

αk
(
θ̂
)
= α̂k, k = 1, . . . , m. (5.1)

Вообще говоря, решение у этой системы не всегда существует и не
всегда единственно. Для его существования и единственности необхо-
дима обратимость отображения α(θ) = (α1(θ), . . . , αm(θ)) на области
значений отображения α̂(X) = (α̂1, . . . , α̂m).

Пример. Рассмотрим семейство N (a, σ2) нормальных распределе-
ний с неизвестными математическим ожиданием a и дисперсией σ2.
Для него первые два момента имеют вид

α1 = Ex = a, α2 = E
{
x2
}
= Dx+ a2 = σ2 + a2.

Приравняем их к выборочным моментам:

a =
1

N

N∑
t=1

xt, σ
2 + a2 =

1

N

N∑
t=1

x2
t .

Решая эту систему относительно a и σ2, получаем оценки â = x̄ и
σ̂2 = 1

N

∑N

t=1 x
2
t − x̄2.

Теорема 5.1. Если для семейства распределений Pθ, где θ изме-
няется в открытой области Q ⊂ Rm, существуют моменты αk(θ),
k = 1, . . . , m, и отображение α(θ) = (α1(θ), . . . , αm(θ)) задает гомео-
морфизм области Q на α(Q), то оценка по методу моментов сильно
состоятельна.

До к а з а т е л ь с т в о. По теореме 3.1 оценки α̂k сходятся к αk(θ) с
вероятностью 1. Оценка по методу моментов θ̂ — это решение урав-
нения α(θ̂) = α̂(X). Оно имеет вид θ̂ = α−1

(
α̂(X)) и почти наверное

сходится к α−1(α(θ)) = θ. �
Можно доказать, что если отображение α(θ) является диффеомор-

физмом (иначе говоря, если оно само и обратное к нему отображение
непрерывно дифференцируемы), то оценка по методу моментов асимп-
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тотически нормально распределена.
Иногда применяют обобщенный метод моментов. Он состоит в том,

что для некоторых борелевских функций g1(x), . . . , gm(x) определяют
обобщенные моменты αk(θ) и α̂k по формулам:

αk(θ) =

∫ ∞

−∞
gk(x)Pθ(dx), α̂k =

1

N

N∑
t=1

gk(xt),

и находят оценку θ̂ как решение системы (5.1). Для нее теорема 5.1
остается в силе. Оценки, полученные методом обобщенных моментов,
называют подстановочными.

Одним из примеров применения метода обобщенных моментов слу-
жит метод наименьших квадратов, который будет изложен во второй
части курса.

Задача. Докажите теорему 5.1 для обобщенных моментов.

§ 6. Неравенство Рао — Краме́ра
Неравенство Рао — Краме́ра, называемое также неравенством ин-

формации, устанавливает нижнюю границу для вариации статистиче-
ской оценки Var θ̂ = Eθ

{
(θ̂−θ)2

}
. Оказывается, эта граница имеет поря-

док 1/N (где N — объем выборки), и никак не может быть уменьшена.
Таким образом, всякая статистическая оценка имеет вполне определен-
ный неулучшаемый предел точности.

В статистике обычно рассматривают два типа вероятностных рас-
пределений на пространстве Rn. Распределения первого типа имеют
борелевскую плотность по отношению к мере Лебега и называются
непрерывными. Распределения второго типа сосредоточены на конеч-
ном или счетном множестве точек и называются дискретными. Чтобы
рассматривать семейства непрерывных и дискретных распределений с
единой точки зрения, введем понятие считающей меры. По определе-
нию, считающая мера сосредоточена на конечном или счетном подмно-
жестве Ω = {a1, a2, . . . } ⊂ Rn; при этом µ(ak) = 1 для любого ak ∈ Ω и
µ(Rn \ Ω) = 0.

Ниже буква µ у нас будет обозначать либо меру Лебега, либо какую-
нибудь считающую меру, либо произвольную σ-конечную борелевскую
меру на Rn.
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Пусть на пространстве Rn задано семейство борелевских плотностей
вероятностей pθ(x) по отношению к мере µ (которая в такой ситуации
называется доминирующей). Иначе говоря, для любого борелевского
множества A ⊂ Rn

Pθ(A) =

∫
A

pθ(x) µ(dx).

Тогда математическое ожидание любой случайной величины f = f(x),
являющейся борелевской функцией на Rn, вычисляется по формуле

Eθf =

∫
Rn

f(x)pθ(x) µ(dx).

В случае считающей меры µ, отвечающей конечному или счетному
подмножеству Ω ⊂ Rn, последние две формулы принимают вид

Pθ(A) =
∑

ak∈A∩Ω

pθ(ak), Eθf =
∑
ak∈Ω

f(ak)pθ(ak).

Первая из этих формул означает, что pθ(ak) совпадает с вероятностью
события ak.

Рассмотрим выборку X = (x1, . . . , xN) ∈ RnN из распределения с
плотностью pθ. Она имеет плотность pθ(X) = pθ(x1) . . . pθ(xN) по отно-
шению к мере µN , где µN(dX) = µ(dx1) . . . µ(dxN). Следовательно, для
любой статистики T (X)

Eθ{T (X)} =

∫
RnN

T (X)pθ(X) µN(dX).

Предположим, что θ ∈ R, и что все плотности pθ(x) строго положи-
тельны и дифференцируемы по θ. Определим функции:

ρθ(x) =
p′θ(x)

pθ(x)
=

d ln pθ(x)

dθ
, ρθ(X) =

p′θ(X)

pθ(X)
=

d ln pθ(X)

dθ
; (6.1)

I(θ) = Eθ
{
ρ
2
θ(x)

}
, IN(θ) = Eθ

{
ρ
2
θ(X)

}
. (6.2)

Функции I(θ) и IN(θ) принято называть количеством информации (по
Фишеру).

Стоит отметить, что информация, в том числе и только что введенная информа-
ция по Фишеру, является таким же фундаментальным физическим понятием, как и
масса. Несмотря на это, физическая сущность информации пока еще недостаточно
осознана и не до конца изучена.
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Лемма 6.1. Если выражение
∫
Rn pθ(x) µ(dx) можно дифференци-

ровать по θ под знаком интеграла, то Eθ{ρθ(X)} = 0. Если к тому
же функция I(θ) конечна, то IN(θ) = NI(θ).

До к а з а т е л ь с т в о. Поскольку pθ(x) является плотностью веро-
ятности, для нее выполняется равенство

∫
Rn pθ(x) µ(dx) = 1. Продиф-

ференцируем его по θ:

d

dθ

∫
Rn

pθ(x) µ(dx) =

∫
Rn

dpθ(x)

dθ
µ(dx) =

∫
Rn

p′θ(x)

pθ(x)
pθ(x) µ(dx) =

= Eθ{ρθ(x)} = 0.

Из (6.1) и равенства pθ(X) = pθ(x1) . . . pθ(xN) вытекает, что

ρθ(X) = ρθ(x1) + . . . + ρθ(xN).

Следовательно, Eθ{ρθ(X)} = 0.
Далее, учитывая независимость выборочных значений x1, . . . , xN ,

получаем

IN(θ) = Eθ
{
ρ
2
θ(X)

}
=

= Eθ

{( N∑
t=1

ρθ(xt)

)2
}

=
N∑
t=1

Eθ
{
ρ
2
θ(xt)

}
+
∑
t ̸=s

Eθ
{
ρθ(xt)ρθ(xs)

}
=

= NEθ
{
ρ
2
θ(x)

}
+
∑
t ̸=s

Eθ{ρθ(xt)}Eθ{ρθ(xs)} = NI(θ). �

Теорема 6.2 (неравенство Рао — Краме́ра). Пусть на Rn за-
дана σ-конечная мера µ, имеется семейство всюду положительных
плотностей вероятности {pθ(x) | θ ∈ (a, b)} по отношению к µ, и
пусть для параметра θ есть статистическая оценка θ̂ = T (X). Если
выражения

∫
Rn pθ(x) µ(dx) и

∫
RnN T (X)pθ(X) µN(dX) можно диффе-

ренцировать по θ под знаком интеграла, то

Var θ̂ = Eθ
{(
θ̂− θ

)2} > (1 + b′(θ))2

NI(θ)
+ b2(θ), (6.3)

где b(θ) = Eθ
{
θ̂− θ

}
— смещение θ̂. Если оценка θ̂ несмещенная, то

Var θ̂ = Eθ
{(
θ̂− θ

)2} > 1

NI(θ)
. (6.4)
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До к а з а т е л ь с т в о. По определению смещения

Eθθ̂ =

∫
RnN

T (X)pθ(X) µN(dX) = θ+ b(θ).

Продифференцируем последнее равенство по θ:

1 + b′(θ) =

∫
RnN

T (X)
p′θ(X)

pθ(X)
pθ(X) µN(dX) = Eθ

{
θ̂ρθ(X)

}
. (6.5)

Используя (6.5) и доказанное в лемме 6.1 тождество Eθ{ρθ(X)} = 0,
получаем

Eθ
{(
θ̂− Eθθ̂− cρθ(X)

)2}
=

= Eθ
{(
θ̂− Eθθ̂

)2}− 2cEθ
{(
θ̂− Eθθ̂

)
ρθ(X)

}
+ c2Eθ

{
ρ
2
θ(X)

}
=

= Eθ
{(
θ̂− Eθθ̂

)2}− 2c(1 + b′(θ)) + c2IN(θ) > 0, (6.6)

где c — произвольная константа. Последнее выражение принимает свое
минимальное значение при c = (1 + b′(θ))

/
IN(θ). В этом случае нера-

венство (6.6) превращается в

Eθ
{(
θ̂− Eθθ̂

)2} > (1 + b′(θ))2

IN(θ)
. (6.7)

Напомним, что в силу свойств вариаций (см. формулу (2.3))

Var θ̂ = Dθ̂+ b2(θ) = Eθ
{(
θ̂− Eθθ̂

)2}
+ b2(θ). (6.8)

Объединяя (6.7) и (6.8), получаем (6.3). �
Поскольку Eθ{ρθ(X)} = 0, количество информации NI(θ) = Eθ{ρ2θ(X)} совпа-

дает с дисперсией D{ρθ(X)}. Поэтому неравенство информации (6.4) можно интер-
претировать как принцип неопределенности

Var θ̂ · D{ρθ(X)} > 1.

Он тесным образом связан с принципом неопределенности Гейзенберга в квантовой
механике.

Обычно в учебниках по статистике на семейство плотностей pθ(x)
и оценку θ̂ = T (X) накладываются те или иные условия регулярно-
сти, обеспечивающие дифференцируемость по параметру интегралов



§ 7. Эффективные оценки 25

из теоремы 6.2. Для простоты изложения мы их не формулируем. На
практике условия теоремы 6.2 выполняются не для всех семейств рас-
пределений. Например, они нарушаются, если плотности pθ(x) при раз-
ных θ имеют разные носители (множества, на которых эти плотности
отличны от нуля). В таком случае вариация оценки может оказаться по
порядку меньше 1/N . Этот эффект иллюстрирует следующая задача.

Задача 1. Докажите, что для семейства равномерных распределе-
ний на отрезке [0, θ] оценка T (X) = max16i6N xi для параметра θ имеет
вариацию порядка 1/N2.

В случае многомерного параметра θ = (θ1, . . . , θm) определяют информацион-
ную матрицу I(θ) размерности m×m с элементами

Ikl(θ) = Eθ

{
∂ ln pθ(x)

∂θk

∂ ln pθ(x)

∂θl

}
.

В матричной форме записи I(θ) = Eθ{ρθ(x)ρ∗θ (x)}, где ρθ(x) = ∇θ ln pθ(x) — гради-
ент (вектор-столбец) по переменной θ от функции ln pθ(x).

Теорема 6.3 (неравенство информации). Пусть на Rn имеется семей-
ство положительных плотностей вероятностей {pθ(x) | θ ∈ Rm} по отношению
к некоторой σ-конечной мере µ, и задана статистическая оценка θ̂ = T (X) для
параметра θ. Если выражения

∫
Rn pθ(x) µ(dx) и

∫
RnN T (X)pθ(X) µN (dX) можно

дифференцировать по θ под знаком интеграла, то

Eθ

{(
θ̂− θ

)(
θ̂− θ

)∗} > (I + b′(θ))
(
NI(θ)

)−1
(I + b′(θ))∗ + b(θ)b∗(θ).

Здесь неравенство A > B для симметричных матриц A, B понимается в том
смысле, что матрица A−B неотрицательно определена.

Задача 2. Докажите эту теорему по аналогии с теоремой 6.2: начните с аналога
леммы 6.1 для матрицы IN (θ) = Eθ{ρθ(X)ρ∗

θ
(X)}, где ρθ(X) = ∇θ ln pθ(X); затем

раскройте по линейности неравенство

Eθ

{(
θ̂− Eθθ̂− Cρθ(X)

)(
θ̂− Eθθ̂− Cρθ(X)

)∗} > 0

с произвольной (m×m)-матрицей C; а потом положите C = (I + b′(θ))I−1
N (θ).

§ 7. Эффективные оценки

Естественно считать статистическую оценку θ̂ параметра θ тем луч-
ше, чем меньше ее вариация Var θ̂ = Eθ

{
(θ̂ − θ)2

}
. Однако в силу

неравенства Рао — Краме́ра вариацию невозможно сделать сколь угод-
но малой. Например, если оценка несмещенная и выполняются условия
теоремы 6.2, то в любом случае Var θ̂ > 1

/
IN(θ).
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Определение. Оценка θ̂ = T (X) называется эффективной, если
она несмещенная и ее вариация имеет минимально возможное значе-
ние Var θ̂ = 1/IN(θ). А если Var θ̂ · IN(θ) → 1 при N → ∞, то такая
оценка называется асимптотически эффективной (несмещенность в
этом случае не требуется).

В § 2 мы доказали, что если Var θ̂ стремится к нулю, то оценка θ̂
состоятельна (см. свойство 2.3 вариаций). Отсюда следует, что эффек-
тивные и асимптотически эффективные оценки состоятельны.

Теорема 7.1. Если в условиях теоремы 6.2 функция I(θ) строго
положительна, то эффективность оценки θ̂ = T (X) параметра θ
равносильна тому, что для некоторой функции dN(θ)

θ̂− θ = dN(θ)
d ln pθ(X)

dθ
п. н. (7.1)

А если выполняется равенство (7.1), то тогда dN(θ) = 1/IN(θ).

До к а з а т е л ь с т в о. Для несмещенной оценки выкладка (6.6) при-
нимает вид

Eθ
{(
θ̂− θ− cρθ(X)

)2}
= Eθ

{(
θ̂− θ

)2}− 2c+ c2IN(θ) > 0, (7.2)

где ρθ(X) = d ln pθ(X)/dθ. С другой стороны, эффективность несме-
щенной оценки θ̂ равносильна тому, что неравенство (7.2) обращается
в равенство при c = 1/IN(θ). Если это происходит, то θ̂−θ−cρθ(X) = 0
с вероятностью 1, что доказывает (7.1).

Наоборот, пусть выполняется (7.1). Напомним, что Eθ{ρθ(X)} = 0.
Поэтому оценка θ̂ будет несмещенной. Возьмем c = dN(θ). Тогда нера-
венство (7.2) обратится в равенство. С другой стороны, выражение (7.2)
принимает свое минимальное значение при c = 1/IN(θ). Отсюда выте-
кает, что dN(θ) = 1/IN(θ) и оценка θ̂ эффективна. �

Эта теорема может создать неверное впечатление, что эффективная
оценка всегда существует и имеет вид T (X) = θ+I−1

N (θ)d ln pθ(X)/dθ.
Однако последнее равенство возможно только в том случае, когда его
правая часть не зависит от θ. Это очень жесткое условие; оно может
выполняться лишь для немногих семейств распределений специально-
го вида (см. пример ниже). В общем случае эффективной оценки не
существует. Пример неэффективной оценки приведен на с. 30.
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Гораздо лучше обстоит дело с асимптотически эффективными оцен-
ками. При выполнении некоторых естественных предположений от-
носительно семейства плотностей распределений pθ(x) асимптотиче-
ски эффективными оказываются оценки максимального правдоподо-
бия, которые будут рассмотрены в следующем параграфе.

Пример. Рассмотрим серию испытаний Бернулли X = (x1, . . . , xN)
с вероятностью успеха θ (другими словами, каждое xt принимает зна-
чение 1 с вероятностью θ и значение 0 с вероятностью 1−θ). Требуется
проверить эффективность оценки x̄ для θ.

Решение. Для дискретной случайной величины xt плотность рас-
пределения (по отношению к считающей мере, сосредоточенной в двух
точках 0 и 1) совпадает с вероятностью. Она может быть записана в
виде pθ(xt) = θxt(1 − θ)1−xt . Плотность распределения всей выборки
X будет равна

pθ(X) =
N∏
t=1

pθ(xt) = θ
Nx̄(1− θ)N−Nx̄.

Следовательно,

d ln pθ(X)

dθ
=

Nx̄

θ
− N −Nx̄

1− θ
=

N

θ(1− θ)
(x̄− θ).

Мы получили равенство (7.1), в котором θ̂ = x̄ и dN(θ) = θ(1 − θ)/N .
Значит, оценка x̄ эффективна.

§ 8. Метод максимального правдоподобия
Этот метод построения статистических оценок был предложен в

1912 г. английским исследователем Р. Фишером.
Пусть на пространстве Rn задана σ-конечная мера µ и семейство

плотностей вероятности pθ(x) по отношению к µ. Рассмотрим выбор-
ку X = (x1, . . . , xN) из распределения с плотностью pθ(x). Функцией
правдоподобия Фишера называется плотность вероятности выборки X,
рассматриваемая как функция от параметра θ:

L(θ) = pθ(X) =

N∏
t=1

pθ(xt). (8.1)
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Логарифмической функцией правдоподобия называется

l(θ) = ln pθ(X) =

N∑
t=1

ln pθ(xt). (8.2)

Очевидно, в случае считающей меры µ функция правдоподобия
L(θ) совпадает с вероятностью наблюдения выборки X в зависимости
от θ.

Оценкой максимального правдоподобия (ОМП) называется такое
значение θ̂ = T (X), при котором достигается максимум L(θ) (или, что
то же самое, l(θ)). Если функция l(θ) дифференцируема, а область
изменения параметра θ открыта, то ОМП должна удовлетворять урав-
нению правдоподобия

l′(θ) = 0. (8.3)

Сразу оговоримся, что возможна ситуация, когда в открытой обла-
сти изменения θ оценка максимального правдоподобия не существует
ни при каком X. С другой стороны, если область изменения парамет-
ра θ компактна, а функция L(θ) непрерывна, то существование ОМП
гарантирует теорема Вейерштрасса.

Пример 1. Пусть p(x) — некоторая фиксированная всюду положи-
тельная плотность вероятности на вещественной прямой. Рассмотрим
семейство плотностей вероятности, зависящее от двумерного парамет-
ра θ = (µ, σ):

pθ(x) =
1

2σ
p
(x− µ
σ

)
+

1

2
p(x), σ > 0.

Его функция правдоподобия удовлетворяет соотношениям

L(µ, σ) =
N∏
t=1

pθ(xt) >
1

2σ
p
(x1 − µ
σ

) N∏
t=2

1

2
p(xt).

Очевидно, при µ = x1 и σ → 0 выражение в правой части последнего
неравенства неограниченно возрастает. Поэтому ОМП не существует.

Р. Фишер доказал, что при некоторых ограничениях на семейство
pθ(x), включающих компактность области изменения θ, оценка макси-
мального правдоподобия является сильно состоятельной, асимптотиче-
ски нормальной и асимптотически эффективной. К сожалению, доказа-
тельство асимптотической эффективности ОМП довольно сложно (его
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можно прочитать, например, в книге Боровкова [1]). Мы здесь докажем
только состоятельность и асимптотическую нормальность ОМП.

Предположим, что семейство вероятностных распределений{
pθ(x)µ(dx)

∣∣ θ ∈ [a, b]
}

удовлетворяет следующим условиям регулярности:
R1) выражение

∫
Rn pθ(x) µ(dx) можно дважды дифференцировать

по θ под знаком интеграла;
R2) информационная функция

I(θ) = Eθ

{(
p′θ(x)

pθ(x)

)2}
= Eθ

{(
d ln pθ(x)

dθ

)2}

конечна и строго положительна при всех θ ∈ [a, b];
R3) существуют такие функция H(x) и константа M , что при всех

θ ∈ [a, b] ∣∣∣∣d3 ln pθ(x)dθ3

∣∣∣∣ 6 H(x), Eθ{H(x)} 6 M.

Предложение 8.1. Если в условиях регулярности R1), R2) суще-
ствует эффективная оценка θ̂ для θ, то она удовлетворяет уравне-
нию правдоподобия.

До к а з а т е л ь с т в о. В силу теоремы 7.1 для эффективной оценки
θ̂ выполняется равенство θ̂ − θ = dN(θ)l

′(θ), где dN(θ) = 1/IN(θ). Из
него видно, что l′(θ̂) = 0. �

Это предложение и теорема 7.1 дают способ нахождения эффек-
тивных оценок (если они вообще существуют). Вначале следует найти
решение уравнения правдоподобия θ̂. Затем нужно выписать тожде-
ство θ̂ − θ = dN(θ)l

′(θ). Если в нем коэффициент dN(θ) не зависит от
выборки, то оценка θ̂ эффективна, а если dN(θ) зависит от выборки,
то эффективной оценки не существует.

Пример 2. Дано семейство нормальных распределений N (µ, σ2) с
математическим ожиданием µ и дисперсией σ2. Требуется найти эф-
фективные оценки для µ и для σ2 (при оценивании одного параметра
другой считается известным).
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Решение. Логарифмическая функция правдоподобия имеет вид

l
(
µ, σ2

)
= ln

N∏
t=1

e−(xt−µ)2/2σ2

√
2πσ2

= −N

2
ln 2π− N

2
ln σ2 − 1

2σ2

N∑
t=1

(xt − µ)2.

Составляем и решаем уравнения правдоподобия для µ:

∂l
(
µ, σ2

)
∂µ

=
1

σ2

N∑
t=1

(xt − µ) = 0 =⇒ µ̂ =
1

N

N∑
t=1

xt = x̄;

и для σ2:

∂l
(
µ, σ2

)
∂σ2

= − N

2σ2
+

1

2σ4

N∑
t=1

(xt − µ)2 = 0 =⇒ σ̂
2 =

1

N

N∑
t=1

(xt − µ)2.

Выписываем тождество θ̂− θ = dN l
′(θ) для θ = µ и для θ = σ2:

x̄− µ = dN

1

σ2

N∑
t=1

(xt − µ),

1

N

N∑
t=1

(xt − µ)2 − σ2 = dN

(
− N

2σ2
+

1

2σ4

N∑
t=1

(xt − µ)2
)
.

Из первого тождества находим dN = σ2/N , а из второго dN = 2σ4/N . В
обоих случаях множитель dN не зависит от выборки. Значит, найден-
ные оценки эффективны.

Из этого примера следует, что оценка σ̂2 = 1
N

∑N
t=1(xt − x̄)2 не эф-

фективна (на самом деле она асимптотически эффективна).
Задача 1. Докажите, что в рассмотренном примере оценка макси-

мального правдоподобия для двумерного параметра θ = (µ, σ2) имеет
вид θ̂ = (µ̂, σ̂2), где µ̂ = x̄ и σ̂2 = 1

N

∑N
t=1(xt − x̄)2.

Лемма 8.2. В условиях регулярности R1), R2)

Eθ

{
d2 ln pθ(x)

dθ2

}
= −I(θ).
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До к а з а т е л ь с т в о. Дважды дифференцируя по θ равенство∫
Rn

pθ(x) µ(dx) = 1,

получаем∫
Rn

p′′θ (x) µ(dx) =

∫
Rn

p′′θ (x)

pθ(x)
pθ(x) µ(dx) = Eθ

{
p′′θ (x)

pθ(x)

}
= 0.

Поэтому

Eθ

{
d2 ln pθ(x)

dθ2

}
= Eθ

{
d

dθ

p′θ(x)

pθ(x)

}
=

= Eθ

{
p′′θ (x)

pθ(x)

}
− Eθ

{(
p′θ(x)

pθ(x)

)2}
= −I(θ). �

Теорема 8.3. Если выполняются условия регулярности R1), R2),
R3), и истинное значение параметра θ = θ0 лежит строго внутри
отрезка [a, b], то с вероятностью 1 при всех достаточно больших N
уравнение правдоподобия l′(θ) = 0 имеет решение θ̂, которое сходится
к θ0 и асимптотически нормально распределено:

Pθ0

{(
θ̂− θ0

)√
NI(θ0) 6 z

}
−→ Φ(z). (8.4)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Напомним равенство (8.2)

l(θ) =
N∑
t=1

ln pθ(xt).

Разложим функцию l′(θ)/N по Тейлору в окрестности точки θ = θ0:

l′(θ)

N
= B1 +B2(θ− θ0) +B3

(θ− θ0)2

2
, (8.5)

где

B1 =
1

N

N∑
t=1

d ln pθ(xt)

dθ

∣∣∣∣
θ=θ0

, B2 =
1

N

N∑
t=1

d2 ln pθ(xt)

dθ2

∣∣∣∣
θ=θ0

,

B3 =
1

N

N∑
t=1

d3 ln pθ(xt)

dθ3

∣∣∣∣
θ=τ

, τ ∈ (θ0, θ).
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Из леммы 6.1 следует, что EB1 = 0, а из леммы 8.2 следует, что
EB2 = −I(θ0). По усиленному закону больших чисел B1 → 0 почти
наверное и B2 → −I(θ0) почти наверное. В силу условия регулярности
R3) величину B3 можно записать в виде

B3 =
∆

N

N∑
t=1

H(xt) = ∆B4, B4 =
1

N

N∑
t=1

H(xt),

где |∆| 6 1. По закону больших чисел случайная величина B4 почти
наверное сходится к константе E{H(xt)}, которая в силу условия R3)
не превосходит M .

Фиксируем любое положительное число ε 6 I(θ0)/M . Тогда почти
наверное

lim
N→∞

l′(θ0 + ε)

N
= lim

N→∞

{
B1 + εB2 +

ε2

2
∆B4

}
6

6 −εI(θ0) +
ε2

2
M 6 − ε

2
I(θ0) < 0,

lim
N→∞

l′(θ0 − ε)
N

= lim
N→∞

{
B1 − εB2 +

ε2

2
∆B4

}
>

> εI(θ0)−
ε2

2
M > ε

2
I(θ0) > 0.

Отсюда вытекает, что почти наверное при всех достаточно больших N
функция l′(θ) имеет разные знаки в точках θ0± ε. По теореме о проме-
жуточном значении уравнение правдоподобия l′(θ) = 0 имеет решение
θ̂ ∈ (θ0 − ε, θ0 + ε). Приравнивая выражение (8.5) к нулю, получаем

θ̂− θ0 =
B1

−B2 −
(
θ̂− θ0

)
∆B4/2

п. н.−−−→ 0. (8.6)

Значит, оценка θ̂ сильно состоятельна. Далее, из (8.6) следует, что(
θ̂− θ0

)√
NI(θ0) =

B1

√
N/I(θ0)

−B2

/
I(θ0)−

(
θ̂− θ0

)
∆B4

/
2I(θ0)

. (8.7)

В силу центральной предельной теоремы распределение числителя в
правой части (8.7) сходится к стандартному нормальному распреде-
лению N (0, 1), а знаменатель почти наверное сходится к 1. Поэтому
распределение всего выражения (8.7) сходится к N (0, 1). �
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Задача 2. Аккуратно проверьте последнее утверждение.

Только что доказанная теорема требует некоторого обсуждения.
Нужно понимать, что из нее не вытекает асимптотическая эффектив-
ность ОМП (как пишут авторы некоторых учебников, в том числе и
сам Гаральд Краме́р в своей книге, изданной в Париже в 1946 году).
Дело в том, что из сходимости распределений не вытекает сходимость
(и даже существование) дисперсий. Кроме того, сильная состоятель-
ность и асимптотическая нормальность ОМП были доказаны в пред-
положении, что область изменения параметра θ ограничена интерва-
лом (θ0 − ε, θ0 + ε), где ε 6 I(θ0)/M . Приведем без доказательства
усиленный вариант теоремы 8.3.

Теорема 8.4 [1]. Если при θ ∈ [a, b] все плотности pθ(x) разные,
выполняются условия регулярности R1), R2), R3), и истинное значе-
ние параметра θ лежит в интервале (a, b), то оценка максимального
правдоподобия для θ на отрезке [a, b] сильно состоятельна, асимпто-
тически нормальна и асимптотически эффективна.

Эта теорема может быть обобщена и на случай многомерного θ.

§ 9. Условные математические ожидания

Для изучения байесовских оценок и достаточных статистик необхо-
димо знакомство с условными математическими ожиданиями и услов-
ными распределениями. Вообще говоря, эти темы относятся скорее не
к статистике, а к теории вероятностей и теории меры. К сожалению, в
университетских курсах теории вероятностей и теории меры их обычно
не изучают. Поэтому для полноты изложения мы их обсудим в насто-
ящем и следующем параграфах.

Начнем с определения условных математических ожиданий. Пусть
задано некоторое вероятностное пространство (Ω,A, P ), и в σ-алгебре
A есть σ-подалгебра B (образно говоря, алгебра B состоит из более
«крупных» множеств, чем A). Например, если задан случайный вектор
η : Ω → Rn, то в качестве B можно взять совокупность прообразов
η−1(M) всех борелевских множеств M ⊂ Rn. В этом случае говорят,
что σ-алгебра B порождена случайным вектором η.

Пусть ξ : Ω → R — случайная величина, имеющая конечное мате-
матическое ожидание Eξ =

∫
Ω
ξ dP . Рассмотрим аддитивную функцию
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множества µ(B) =
∫
B
ξ dP на подалгебре B. Очевидно, она абсолютно

непрерывна. По теореме Радона — Нико́дима (см. Приложение, п. V)
существует такая B-измеримая функция ξ̄ : Ω → R, для которой∫

B

ξ dP =

∫
B

ξ̄ dP, B ∈ B. (9.1)

Функция ξ̄ называется условным математическим ожиданием слу-
чайной величины ξ по подалгебре B и обозначается E{ξ|B}.

Пример. Рассмотрим случай, когда подалгебра B ⊂ A порождена
разбиением Ω на конечное или счетное число непересекающихся под-
множеств Bi. По определению, функция ξ̄ = E{ξ|B} измерима относи-
тельно алгебры B. Поэтому она постоянна на каждом множестве Bi.
Тогда из (9.1) следует, что

ξ̄(Bi) =

∫
Bi
ξ dP

P (Bi)

есть среднее интегральное значение функции ξ на Bi.
В общем случае тоже полезно представлять себе условное матема-

тическое ожидание как результат усреднения функции ξ по элементам
подалгебры B (и воспринимать (9.1) как строгую формализацию про-
цедуры такого усреднения).

Для изучения свойств условного математического ожидания нам
потребуются три леммы.

Лемма 9.1. Если случайная величина η измерима относительно
σ-алгебры B и для каждого множества B ∈ B выполняется неравен-
ство

∫
B
η dP > 0, то почти наверное η > 0. А если

∫
B
η dP = 0 для

всех B ∈ B, то почти наверное η = 0.

Лемма 9.2. Всякая функция ξ представима в виде ξ = ξ+ − ξ−,
где ξ± = (|ξ| ± ξ)/2. При этом ξ± > 0 и ξ+ + ξ− = |ξ|.

Лемма 9.3. Каждая неотрицательная B-измеримая функция η
может быть представлена как сумма ряда η =

∑∞
i=1 ciχBi , где ci —

положительные константы, а χBi — характеристические функции
некоторых множеств Bi ∈ B.

Доказательство этих лемм обычно приводится в курсах, посвящен-
ных интегралу Лебега. Предоставим его читателю.
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Теорема 9.4. Условное математическое ожидание ξ̄ = E{ξ |B}
обладает следующими свойствами:

Eξ = Eξ̄, (9.2)

если ξ > 0 п. н., то ξ̄ > 0 п. н., (9.3)

E|ξ̄| 6 E|ξ|; (9.4)

если случайная величина η измерима относительно σ-алгебры B и
существуют математические ожидания Eξ и E{ξη}, то

E{ξη} = E{ξ̄η}, (9.5)

E{ξη |B} = E{ξ |B}η п. н.; (9.6)

а если к тому же существуют математические ожидания E{ξ2} и
E{η2}, то

E{ξ |B}2 6 E{ξ2 |B} п. н., (9.7)

E
{
|ξ− E{ξ |B}|2

}
6 E

{
|ξ− η|2

}
. (9.8)

Следствие 9.5. В случае, когда E{ξ2} < ∞, или, иначе говоря,
ξ ∈ L2(Ω,A, P ), случайная величина ξ̄ = E{ξ |B} совпадает с ортого-
нальной проекцией ξ на подпространство L2(Ω,B, P ) ⊂ L2(Ω,A, P ).

До к а з а т е л ь с т в о. Возьмем B = Ω в тождестве (9.1). Тогда
оно превращается в (9.2). Если ξ > 0 п. н., то из (9.1) следует, что∫
B
ξ̄ dP > 0 для любого множества B ∈ B. Значит, ξ̄ > 0 п. н. (по лемме

9.1). Заметим, что |ξ| ± ξ > 0. Переходя к условным математическим
ожиданиям, получаем неравенства E

{
|ξ|
∣∣B} ± ξ̄ > 0 п. в. Из них сле-

дует, что |ξ̄| 6 E
{
|ξ|
∣∣B}, и затем E|ξ̄| 6 E

{
E
{
|ξ|
∣∣B}} = E|ξ|.

Равенство (9.5) достаточно доказать для неотрицательных случай-
ных величин ξ, η (в силу леммы 9.2). Пусть ξ, η > 0. По лемме 9.3
представим η в виде η =

∑
i ciχBi , где ci > 0, а χBi — характеристиче-

ские функции некоторых множеств Bi ∈ B. Тогда с помощью теоремы
Леви и (9.1) получаем

E{ξη} =

∫
Ω

ξ

∞∑
i=1

ciχBi dP =
∞∑
i=1

ci

∫
Bi

ξ dP =

=
∞∑
i=1

ci

∫
Bi

ξ̄ dP =

∫
Ω

ξ̄

∞∑
i=1

ciχBi dP = E{ξ̄η}.



36 Глава 1. СТАТИСТИЧЕСКОЕ ОЦЕНИВАНИЕ ПАРАМЕТРОВ

Заменим в (9.5) функцию ξ на произведение ξη, а функцию η на χB .
Тогда ∫

B

E{ξη |B} dP = E
{
E{ξη |B}χB

}
= E{ξηχB} =

= E
{
E{ξ|B}ηχB

}
=

∫
B

E{ξ|B}η dP

для всех B ∈ B. Отсюда вытекает (9.6).
Далее, в силу (9.3) и (9.6)

E
{
(ξ− ξ̄)2

∣∣B} = E
{
ξ
2 − 2ξξ̄+ ξ̄

2 ∣∣B} = E{ξ2 |B} − 2ξ̄
2
+ ξ̄

2 > 0

почти наверное. Тем самым доказано (9.7).
Из тождества (9.5) следует, что E{(ξ− ξ̄)η} = 0 для любых функций

ξ ∈ L2(Ω,A, P ) и η ∈ L2(Ω,B, P ). Следовательно, ξ̄ = E{ξ |B} является
ортогональной проекцией ξ на линейное подпространство L2(Ω,B, P ) ⊂
L2(Ω,A, P ). А неравенство (9.8) просто означает, что ξ̄ — это ближай-
шая к ξ точка из L2(Ω,B, P ). �

Замечание. Для случайных величин ξ ∈ L2(Ω,A, P ) условное ма-
тематическое ожидание ξ̄ можно определять как ортогональную про-
екцию ξ на подпространство L2(Ω,B, P ). Из этого определения можно
вывести все свойства условных математических ожиданий без исполь-
зования теоремы Радона — Нико́дима.

Задача 1. Докажите свойства (9.5) – (9.8) для случайных векто-
ров ξ, η одинаковой размерности (понимая ξη как скалярное произве-
дение).

Задача 2. Докажите обобщение свойства (9.7), называемое нера-
венством Йенсена: для любой выпуклой функции U : R → R и любой
функции ξ ∈ L1(Ω,A, P )

U
(
E{ξ|B}

)
6 E

{
U(ξ)

∣∣B} п. н.

В ситуации, когда σ-подалгебра B ⊂ A порождена случайным век-
тором η : Ω → Rn, функцию ξ̄ = E{ξ |B} принято называть условным
математическим ожиданием ξ при фиксированном η и обозначать
как E{ξ |η}.
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Теорема 9.6. Если функция ξ : Ω → R измерима относительно
σ-алгебры на Ω, порожденной отображением η : Ω → Rn, то найдется
такая борелевская функция f : Rn → R, что ξ = f ◦ η.

Следствие 9.7. Для любой случайной величины ξ ∈ L1(Ω,A, P ) и
случайного вектора η : Ω → Rn найдется такая борелевская функция
f : Rn → R, что E{ξ |η} = f(η).

До к а з а т е л ь с т в о. По условию для каждого рационального чис-
ла q существует такое борелевское множество Bq ⊂ Rn, что

{ω ∈ Ω | ξ(ω) 6 q} = {ω ∈ Ω | η(ω) ∈ Bq }.

Рассмотрим функцию f(x) = inf {q ∈ Q | x ∈ Bq }. Тогда для любого
рационального q

ξ(ω) 6 q ⇔ η(ω) ∈ Bq ⇔ f(η(ω)) 6 q. (9.9)

Если ξ(ω) ̸= f(η(ω)), то найдется рациональное число q, при котором
ξ(ω) < q < f(η(ω)) или ξ(ω) > q > f(η(ω)), что противоречит (9.9).
Следовательно, ξ(ω) ≡ f(η(ω)).

Для любого c ∈ R множество {x | f(x) < c } =
∪

q<c Bq борелевское,
что доказывает измеримость f . �

§ 10. Условные распределения

Вначале введем понятие условного распределения в простейшем
случае. Пусть на конечномерном пространстве Rn+m(z) задана плот-
ность вероятности p(z) по отношению к мере Лебега. Предположим,
что все координаты z разбиты на две группы: z = (x, y), где

x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn, y = (y1, . . . , ym) ∈ Rm.

Тогда плотность p(z) = p(x, y) можно представить в виде произведения

p(x, y) = p(x)p(y |x), (10.1)

где

p(x) =

∫
Rm

p(x, y) dy, p(y |x) = p(x, y)

p(x)
. (10.2)
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Заметим, что
∫
Rn p(x) dx = 1. Это означает, что p(x) является плотно-

стью вероятности на Rn(x). Аналогично, если p(x) ̸= 0, то p(y |x) явля-
ется плотностью вероятности на Rm(y) (в случае p(x) = 0 определим
плотность p(y |x) произвольно). Условным распределением случайной
величины y при фиксированном x называется распределение на про-
странстве Rm(y), задаваемое плотностью p(y |x).

Условное распределение позволяет сводить кратное интегрирова-
ние к повторному: для любой суммируемой функции f(x, y) и любого
борелевского множества M ⊂ Rn∫

M×Rm

f(x, y)p(x, y) dxdy =

∫
M

{∫
Rm

f(x, y)p(y |x) dy
}
p(x) dx. (10.3)

Другое важнейшее свойство условного распределения — это то, что
интегрирование по нему дает условное математическое ожидание при
фиксированном x.

Теорема 10.1. Если p(y |x) — плотность условного распределения
y по x, то ∫

Rm

f(x, y)p(y |x) dy = E{f |x}. (10.4)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Из следствия 9.7 и определения условного
математического ожидания вытекает, что E{f |x} — это такая борелев-
ская функция от x, что для любого борелевского множества M ⊂ Rn(x)
выполняется равенство∫

M×Rm

f(x, y)p(x, y) dxdy =

∫
M×Rm

E{f |x}p(x, y) dxdy. (10.5)

Очевидно, интеграл в левой части (10.4) зависит только от x. Обо-
значим его f̄(x). Тогда в силу (10.3)∫

M×Rm

f(x, y)p(x, y) dxdy =

∫
M

f̄(x)p(x) dx =

=

∫
M

f̄(x)

{∫
Rm

p(x, y) dy

}
dx =

∫
M×Rm

f̄(x)p(x, y) dxdy. (10.6)

Сравнивая (10.6) и (10.5), мы видим, что f̄(x) = E{f |x}. �
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Формулы (10.1) и (10.2) можно записать в симметричной форме

p(x, y) = p(y)p(x|y), (10.7)

где

p(y) =

∫
Rn

p(x, y) dx, p(x|y) = p(x, y)

p(y)
. (10.8)

Подставляя (10.1) в (10.8), получаем формулу Байеса для условных
плотностей

p(x |y) = p(x)p(y |x)∫
Rn p(x)p(y |x) dx

. (10.9)

В общем случае, когда у случайных величин x ∈ Rn и y ∈ Rm нет
плотности совместного распределения, условным распределением y при
фиксированном x называется такое семейство борелевских вероятност-
ных мер P (dy |x) на Rm(y), зависящее от x, что для всякой суммируе-
мой функции f(x, y) выполняется тождество∫

Rm

f(x, y)P (dy |x) = E{f |x}. (10.10)

К сожалению, доказать существование условного распределения в
ситуации, когда у совместного распределения x, y нет плотности, не
так просто. Его естественно попытаться строить с помощью условных
вероятностей. Условной вероятностью борелевского множества M из
Rm(y) при фиксированном значении x называется величина

P (M |x) = E
{
χM
∣∣x}, (10.11)

где χM — характеристическая функция множества M . Заметим, что
если существует условное распределение P (dy |x), то∫

M

P (dy |x) =
∫
Rm

χM P (dy |x) = E{χM |x}. (10.12)

Сравнивая (10.12) с (10.11), мы видим, что вероятность множества M
по отношению к распределению P (dy |x) совпадает с условной вероят-
ностью M при данном x.

Если случайная величина x принимает конечное или счетное число
значений, то можно просто считать, что условное распределение сов-
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падает с условной вероятностью, и никаких осложнений при этом не
возникает.

Однако в общей ситуации такой наивный подход наталкивается на
серьезные трудности. Дело в том, что условное математическое ожида-
ние в правой части (10.11) определено лишь с точностью до множества
меры нуль. Это приводит к тому, что для непересекающихся множеств
M1,M2 ⊂ Rm мы можем гарантировать равенство

P (M1 ∪M2 |x) = P (M1 |x) + P (M2 |x)

не при всех x, а лишь при почти всех. Множество тех x, при которых
оно нарушается, может быть разным при разных M1 и M2. И может
оказаться так, что не будет ни одного значения x, при котором оно
выполняется для всех пар непересекающихся множеств M1 и M2.

Несмотря на указанное препятствие, можно доказать, что в случае
конечномерных случайных величин x, y условное распределение y по x
всегда существует.

Задача. Проверьте, что если P{x = x0} > 0, то

P (M |x0) =
P{y ∈ M, x = x0}

P{x = x0}
.

Теорема 10.2. Если случайные величины x ∈ Rn и y ∈ Rm неза-
висимы, то условное распределение P (dy |x) совпадает с безусловным
распределением P (dy). Наоборот, если условное распределение P (dy |x)
не зависит от x, то случайная величина y не зависит от x, а ее
условное распределение совпадает с безусловным.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть x и y независимы. Для любой интегри-
руемой функции f(x, y) положим

f̄(x) =

∫
Rm

f(x, y)P (dy). (10.13)

Тогда для каждого борелевского множества M ⊂ Rn будет∫
M×Rm

f(x, y)P (dx)P (dy) =

∫
M

P (dx)

∫
Rm

f(x, y)P (dy) =

=

∫
M

f̄(x)P (dx) =

∫
M×Rm

f̄(x)P (dx)P (dy).
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По определению, это означает, что f̄(x) = E{f |x}. А из (10.13) следует,
что P (dy) = P (dy |x).

Наоборот, пусть условное распределение P (dy |x) не зависит от x.
Тогда для любых борелевских множеств A ⊂ Rn и B ⊂ Rm имеем

P{x ∈ A, y ∈ B} =

∫
Rn

P (dx)

∫
Rm

χ
A
(x)χ

B
(y)P (dy |x) = P (A)P (B |x).

При A = Rn отсюда следует, что P{y ∈ B} = P (B |x). А при произ-
вольном A получаем определение независимости

P{x ∈ A, y ∈ B} = P (A)P (B). �

В заключение приведем наиболее общее определение условного распределения.
Пусть задано вероятностное пространство (Ω,A, P ) и σ-подалгебра B ⊂ A. Услов-
ным распределением вероятности P по подалгебре B называется такое семейство
распределений вероятности P ( · |ω) на пространстве (Ω,A), зависящее от параметра
ω ∈ Ω, что для всякой функции f ∈ L1(Ω,A, P ) выполняется тождество∫

Ω
f(ω′)P (dω′ |ω) ≡ E{f |B}.

Можно доказать, что если Ω — полное сепарабельное метрическое пространство с
борелевской σ-алгеброй A (например, Ω = Rn), то условное распределение суще-
ствует. А в общей ситуации его может и не быть.

§ 11. Байесовские оценки

Пусть на пространстве Rn задано семейство плотностей вероятно-
стей {p(x |θ) | θ ∈ Q }, где Q — открытое подмножество в Rm. Пусть
на области Q задана другая плотность вероятности p(θ), которую мы
далее будем называть априорной. Будем предполагать, что параметр θ
принимает случайные значения в Q с вероятностями, определяемыми
априорной плотностью. Задача байесовского оценивания состоит в том,
чтобы строить оценки для θ, оптимальные с точки зрения априорного
распределения.

Легко видеть, что две плотности p(θ) и p(x|θ) определяют плот-
ность совместного распределения пары (θ, x) ∈ Q × Rn по формуле
p(θ, x) = p(θ)p(x|θ). При этом p(x|θ) является плотностью условного
распределения переменной x при фиксированном θ. Плотность распре-
деления выборки X = (x1, . . . , xN) при фиксированном θ имеет вид
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p(X|θ) = p(x1|θ) · . . . · p(xN |θ). Если выборка X задана, то для нее
можно вычислить плотность условного распределения параметра θ по
формуле Байеса:

p(θ|X) =
p(θ)p(X|θ)∫

Q
p(θ)p(X|θ) dθ

. (11.1)

Распределение в Q с такой плотностью называется апостериорным.
Предположим, что статистик, дающий оценку θ̂ для истинного зна-

чения θ, уплачивает штраф в размере w(θ, θ̂). В этом случае функцио-
налом риска для оценки θ̂ = T (X) называется полное математическое
ожидание штрафа по отношению к совместному распределению пары
(θ, X). Оно вычисляется по формуле

r(T ) =

∫
Q

∫
RnN

w(θ, T (X))p(θ)p(X|θ) dθdX = E
{
w(θ, T (X))

}
.

Смысл функционала риска состоит в том, что статистик, использую-
щий оценку T (X), будет в среднем уплачивать штраф r(T ).

Принцип оптимальности Байеса заключается в том, что в качестве
оценки для θ следует выбирать такую статистику θ̂ = T (X), при кото-
рой функционал риска будет минимальным. Такая оценка называется
байесовской.

Легче всего байесовская оценка находится для квадратичной функ-
ции потерь — штрафа вида w(θ, θ̂) = |θ̂− θ|2.

Теорема 11.1. Для квадратичной функции потерь оценка Байеса
θ̂ совпадает с условным математическим ожиданием параметра θ
при фиксированном значении выборки X (апостериорным средним)

E{θ |X} =

∫
Q

θp(θ |X) dθ, (11.2)

где p(θ |X) — апостериорная плотность (11.1).

До к а з а т е л ь с т в о. Для квадратичной функции потерь функци-
онал риска имеет вид r(T ) = E

{
|T (X)− θ|2

}
, где математическое ожи-

дание вычисляется по отношению к совместному распределению θ и X.
В теореме 9.4 нами было получено следующее неравенство (9.8) для
условных математических ожиданий:

E
{
|ξ− E{ξ|B}|2

}
6 E

{
|ξ− η|2

}
.
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Здесь ξ — произвольная случайная величина, а случайная величина η
измерима относительно σ-алгебры B. Положим ξ = θ, η = T (X), а в
качестве B возьмем σ-алгебру, порожденную случайным вектором X.
В результате у нас получится неравенство

E
{
|θ− E{θ|X}|2

}
6 E

{
|θ− T (X)|2

}
.

Поэтому функционал риска r(T ) принимает минимальное значение на
функции T (X) = E{θ|X}, и она является байесовской оценкой. А фор-
мула (11.2) для условного математического ожидания была доказана в
теореме 10.1. �

Задача 1. Проверьте эти рассуждения для многомерных θ и T (X).

Задача 2. Докажите неравенство r(T ) > r
(
E{θ|X}

)
посредством

прямого вычисления.

Пример. Пусть X = (x1, . . . , xN) — выборка из экспоненциального
распределения с плотностью p(x|λ) = λe−λx (x > 0), а параметр λ > 0
имеет априорное распределение с плотностью p(λ) = e−λ. Требуется
найти байесовскую оценку λ̂ для квадратичной функции потерь.

Решение. В этом примере

p(λ)p(X|λ) = e−λ
N∏
t=1

λe−λxt = λNe−(Nx̄+1)λ.

В соответствии с теоремой 11.1 и формулой (11.1)

λ̂ = E{λ|X} =

∫∞
0
λp(λ)p(X|λ) dλ∫∞

0
p(λ)p(X|λ) dλ

=

∫∞
0
λN+1e−(Nx̄+1)λ dλ∫∞

0
λNe−(Nx̄+1)λ dλ

.

Сделаем в интегралах замену u = (Nx̄+ 1)λ. Тогда

λ̂ =
1

Nx̄+ 1

∫∞
0

uN+1e−u du∫∞
0

uNe−u du
=

1

Nx̄+ 1

Γ(N + 2)

Γ(N + 1)
=

N + 1

Nx̄+ 1
.

Интересно, что байесовская оценка λ̂ всегда будет меньше N+1 (потому
что x̄ > 0), в то время как сам параметр λ может быть сколь угодно
большим.
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Если параметр θ может принимать дискретный набор значений θ1,
θ2, . . . , θk, то часто используют так называемую (0–1)-функцию по-
терь, равную нулю когда оценка θ̂ совпадает с истинным значением θi
и единице в прочих случаях. Функционал риска в такой ситуации имеет
смысл вероятности ошибки при определении истинного значения пара-
метра. В § 20 мы докажем, что соответствующая байесовская оценка
будет равна тому θi, которому отвечает максимальная апостериорная
вероятность P (θi |X).

§ 12. Достаточные статистики†

Понятие достаточной статистики было введено Фишером в 1922 г.
Пусть на пространстве Rn задано семейство распределений вероятно-
сти {Pθ | θ ∈ Q }, и пусть X = (x1, . . . , xN) ∈ RnN — выборка из
распределения Pθ.

Определение. Борелевская функция T : RnN → Rk называется
достаточной статистикой для семейства распределений Pθ в том
случае, когда условное распределение выборки X при фиксированном
значении T (X) не зависит от параметра θ.

Задача 1∗. Докажите, что статистика T (X) является достаточ-
ной тогда и только тогда, когда для любого априорного распределения
вероятностей P (dθ) на множестве параметров апостериорное распре-
деление P (dθ|X) зависит только от T (X).

Содержательный смысл достаточной статистики состоит в том, что
если нам стало известно значение T (X), то из выборки X уже невоз-
можно извлечь никакой дополнительной информации о параметре θ.
Это неформальное утверждение иллюстрирует следующая теорема.

Теорема 12.1 (Колмогоров — Блэкуэлл — Рао). Если T (X) —
достаточная статистика для некоторого семейства распределений
вероятности Pθ, то для любой функции f(θ), любой ее оценки f̂(X)

и функции f̄(T (X)) = Eθ
{
f̂(X)

∣∣T (X)
}

имеет место неравенство

Eθ
{(

f̄(T (X))− f(θ)
)2} 6 Eθ

{(
f̂(X)− f(θ)

)2}
.

Из этой теоремы следует, что для построения статистической оцен-
ки с минимальной вариацией достаточно знать не всю выборку X, а
лишь значение T (X).
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До к а з а т е л ь с т в о. По свойству (9.7) условных математических
ожиданий(

f̄(T (X))− f(θ)
)2

=
(
Eθ
{
f̂(X)

∣∣T (X)
}
− f(θ)

)2
=

= Eθ
{
f̂(X)− f(θ)

∣∣T (X)
}2 6 Eθ

{(
f̂(X)− f(θ)

)2 ∣∣∣T (X)
}

п. н.

Интегрируя левую и правую части этого неравенства, получаем

Eθ
{(

f̄(T (X))− f(θ)
)2} 6 Eθ

{
Eθ
{(

f̂(X)− f(θ)
)2 ∣∣∣T (X)

}}
=

= Eθ
{(

f̂(X)− f(θ)
)2}

. �

Вопрос. Где в этом доказательстве использовалась достаточность
статистики T (X)?

Задача 2. Докажите неравенство

Eθ
{
U
(
f̄(T (X))− f(θ)

)}
6 Eθ

{
U
(
f̂(X)− f(θ)

)}
для любой выпуклой функции U .

Для нахождения достаточных статистик очень полезен следующий
критерий. Предположим, что на пространстве Rn задана какая-нибудь
σ-конечная мера µ (например, мера Лебега или считающая мера) и
семейство плотностей вероятностей {pθ(x) | θ ∈ Q} по отношению
к ней. Тогда случайная выборка X = (x1, . . . , xN) будет иметь плот-
ность распределения pθ(X) = pθ(x1) . . . pθ(xN) по отношению к мере
µN(dX) = µ(dx1) . . . µ(dxN).

Теорема 12.2 (критерий факторизации Неймана – Фишера).
Статистика T (X) ∈ Rk достаточна тогда и только тогда, когда при
почти всех X выполняется равенство pθ(X) = g(T (X), θ)h(X), где
g(t, θ) и h(X) — некоторые неотрицательные функции, измеримые
соответственно по переменным t ∈ Rk и X ∈ RnN .

До к а з а т е л ь с т в о. Предположим вначале, что µ — считающая
мера. В этом случае плотность вероятности pθ(X) совпадает с вероят-
ностью Pθ(X). Если статистика T (X) достаточна, то положим

g(t, θ) = Pθ{T (X) = t}, h(X0) = Pθ(X0 |T (X) = T (X0)).



46 Глава 1. СТАТИСТИЧЕСКОЕ ОЦЕНИВАНИЕ ПАРАМЕТРОВ

Фиксируем произвольную выборку X0. Для нее по формуле полной
вероятности

Pθ(X0) = Pθ
{
T (X) = T (X0)

}
Pθ
(
X0

∣∣T (X) = T (X0)
)
=

= g
(
T (X0), θ

)
h(X0).

Наоборот, пусть Pθ(X) = g(T (X), θ)h(X). Тогда

Pθ
(
X0

∣∣T (X0)
)
=

Pθ(X0)

Pθ{T (X) = T (X0)}
=

Pθ(X0)∑
T (X)=T (X0)

Pθ(X)
=

=
g(T (X0), θ)h(X0)∑

T (X)=T (X0)
g(T (X), θ)h(X)

=
h(X0)∑

T (X)=T (X0)
h(X)

,

откуда видно, что Pθ(X0 |T (X0)) не зависит от θ.
Предположим теперь, что µ — это мера Лебега, плотность pθ(X)

всюду положительна, а рассматриваемая статистика

T (X) =
(
T1(X), . . . , Tk(X)

)
непрерывно дифференцируема и может быть дополнена до криволи-
нейной системы координат на RnN . Это означает, что существует та-
кой набор функций S(X) = (S1(X), . . . , SnN−k(X)), что отображение
X 7→ (S(X), T (X)) из RnN в RnN непрерывно дифференцируемо, вза-
имно однозначно, и обратное к нему отображение X = X(S, T ) тоже
непрерывно дифференцируемо. Обозначим через J(S, T ) якобиан отоб-
ражения X(S, T ). Тогда плотность вероятности в координатах (S, T )
имеет вид

qθ(S, T ) = pθ(X(S, T )) |J(S, T )| . (12.1)

Если pθ(X) = g(T (X), θ)h(X), то

qθ(S, T ) = g(T, θ)h(X(S, T )) |J(S, T )| .

Отсюда следует, что плотность условного распределения

qθ(S |T ) = qθ(S, T )∫
RnN−k qθ(S, T ) dS

=
h(X(S, T )) |J(S, T )|∫

RnN−k h(X(S, T )) |J(S, T )| dS
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не зависит от θ. Наоборот, если условная плотность qθ(S |T ) не зависит
от параметра θ, то плотность pθ(X) в силу (12.1) и (10.1) представля-
ется в виде

pθ(X) =
qθ(S, T )

|J(S, T )|
=

qθ(T )qθ(S |T )
|J(S, T )|

= g(T (X), θ)h(X),

где g(T, θ) = qθ(T ) и h(X) = qθ(S |T )
/
|J(S, T )|.

Полное доказательство этой теоремы под силу разве что занудам-
отличникам. Оно изложено в следующем параграфе. �

Довольно часто в приложениях встречаются семейства плотностей
вероятностей (по отношению к мере Лебега или считающей мере), ко-
торые можно записать в виде

pθ(x) = exp

{
k∑

j=1

aj(θ)wj(x) + b(θ)

}
h(x).

Их называют экспоненциальными семействами. Так выглядят, напри-
мер, семейства нормальных, экспоненциальных, геометрических, бино-
миальных распределений, распределений Бернулли и Пуассона. Для
экспоненциальных семейств достаточные статистики строятся очень
легко. Поскольку

pθ(X) =
N∏
t=1

pθ(xt) = exp

{
k∑

j=1

aj(θ)
N∑
t=1

wj(xt) +Nb(θ)

}
N∏
t=1

h(xt),

достаточной будет статистика T (X) = (T1(X), . . . , Tk(X)), в которой
Tj(X) = 1

N

∑N
t=1 wj(xt).

Пример 1. Найти достаточную статистику для семейства нор-
мальных распределений N (a, σ2), зависящего от параметра θ = (a, σ2).

Решение. Выпишем плотность распределения выборки X:

pθ(X) =

N∏
t=1

e−(xt−a)2/2σ2

√
2πσ2

=
1

(2πσ2)N/2
exp

{
− 1

2σ2

N∑
t=1

(xt − a)2
}

=

=
1

(2πσ2)N/2
exp

{
− N

2σ2

(
1

N

N∑
t=1

x2
t −

2a

N

N∑
t=1

xt + a2
)}

.
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Очевидно, pθ(X) является функцией от переменных x̄, σ̂2, a, σ2, где

x̄ =
1

N

N∑
t=1

xt, σ̂
2 =

1

N

N∑
t=1

x2
t − x̄2 =

1

N

N∑
t=1

(xt − x̄)2.

По критерию факторизации статистика T (X) = (x̄, σ̂2) достаточна.
Пример 2. Для семейства плотностей pθ(x) = eθ−x при x > θ и

pθ(x) = 0 при x < θ найти одномерную достаточную статистику (эти
плотности задают сдвиги экспоненциального распределения с показа-
телем λ = 1).

Решение. Представим плотность pθ(x) в виде pθ(x) = eθ−xη(x − θ),
где η(x) — функция Хевисайда. Тогда

pθ(X) =

N∏
t=1

eθ−xtη(xt − θ) = eNθη
(
min
t

xt − θ
) N∏

t=1

e−xt .

Определим функции T (X) = mint xt,

g(T (X), θ) = eNθη(T (X)− θ), h(X) =
N∏
t=1

e−xt .

Для них выполняется равенство pθ(X) = g(T (X), θ)h(X). Значит, ста-
тистика T (X) достаточна. Этот пример опровергает «теорему Дармуа»,
сформулированную на с. 64 учебника [3] (в которой утверждается, что
всякое семейство плотностей, допускающее достаточную статистику
той же размерности, что и параметр θ, экспоненциально).

Задача 3. Проверьте, что семейства нормальных, геометрических,
биномиальных распределений, распределений Бернулли и Пуассона —
экспоненциальные (эти распределения описаны в Приложении, п. VI).

Задача 4. Докажите, что оценка максимального правдоподобия
для параметра θ зависит лишь достаточной статистики T (X).

Задача 5. Докажите, что если существует эффективная оценка
для параметра θ, то она является достаточной статистикой.
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§ 13. Доказательство критерия
факторизации†

Лемма 13.1. Пусть на Rn задана σ-конечная борелевская мера µ и семейство
плотностей вероятности {pθ(x) | θ ∈ Q} по отношению к ней. Тогда существу-
ют такое борелевское множество M0 ⊂ Rn и счетный набор параметров θi ∈ Q,
что а) функция supi pθi (x) строго положительна на M0 и б) для любого θ ∈ Q
плотность pθ(x) обращается в нуль почти всюду на Rm \M0 (в смысле меры µ).

Док а з а т е л ь с т в о. Без ограничения общности можно считать, что мера µ ко-
нечна. Отнесем борелевское множество M ⊂ Rn к классу A, если существует такой
счетный набор параметров θi ∈ Q, что функция supi pθi (x) строго положительна
на M . Очевидно, объединение счетного числа множеств из A тоже принадлежит A.

Выберем такую последовательность множеств Mi ∈ A, что

sup
i
µ(Mi) = sup

M∈A
µ(M),

и положим M0 =
∪

i Mi. Тогда M0 ∈ A и одновременно µ(M0) = supM∈A µ(M). Для
любого значения параметра θ ∈ Q рассмотрим множество

Mθ = {x ∈ Rn \M0 | pθ(x) > 0}.

Очевидно, Mθ ∈ A и Mθ ∩M0 = ∅. Поэтому

µ(Mθ) = µ(Mθ ∪M0)− µ(M0) = 0. �

Док а з а т е л ь с т в о т е о р ем ы 12.2. Применим лемму 13.1 к выборочному
пространству RnN , мере µN и плотности распределения выборки pθ(X). Рассмот-
рим множество M0 ⊂ RnN и счетный набор параметров θi ∈ Q из этой леммы.
Определим с их помощью плотность вероятности

p0(X) =
∞∑
i=1

2−ipθi (X).

Она строго положительна на M0. С другой стороны, при каждом θ ∈ Q плотность
pθ(X) обращается в нуль почти всюду вне M0. Не ограничивая общности, можно
считать, что она тождественно равна нулю вне M0.

Достаточность. Пусть pθ(X) = g(T (X), θ)h(X). Рассмотрим функции

G(t) =
∞∑
i=1

2−ig(t, θi) и ρθ(t) =


g(t, θ)

G(t)
при G(t) ̸= 0,

0 при G(t) = 0.

Очевидно, pθ(X) ≡ ρθ(T (X))p0(X). Отсюда следует, что функция ρθ(T (X)) инте-
грируема с плотностью p0(X), и интеграл от нее равен единице. Рассмотрим произ-
вольную ограниченную борелевскую функцию f(X). Определим для нее условное
математическое ожидание f̄(T (X)) = E0{f(X)|T (X)}. Тогда для любой ограничен-
ной борелевской функции u : Rk → R в силу (9.5) будет
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RnN

[
f(X)− f̄(T (X))

]
u(T (X))pθ(X) µN (dX) =

=

∫
RnN

[
f(X)− f̄(T (X))

]
u(T (X))ρθ(T (X))p0(X) µN (dX) = 0.

Поскольку функция u произвольна, отсюда вытекает, что

f̄(T (X)) = Eθ{f(X) |T (X)}.

А в силу произвольности функции f(X) отсюда следует, что условное распределе-
ние Pθ(dX|T (X)) совпадает с P0(dX|T (X)) и не зависит от θ.

Необходимость. Определим семейства функций

qθ(X) =
pθ(X) + p0(X)

2
, ρθ(X) =


pθ(X)

qθ(X)
при X ∈ M0,

0 при X /∈ M0.

Очевидно, функция qθ(X) строго положительна на M0, а функция ρθ(X) удовле-
творяет неравенствам 0 6 ρθ(X) < 2 и равенству pθ(X) = ρθ(X)qθ(X). По усло-
вию теоремы существует функция ρ̄θ(T (X)), совпадающая с Eτ{ρθ(X) |T (X)} при
каждом τ ∈ Q. Тогда она же будет совпадать с E{ρθ(X) |T (X))} по отношению к
плотностям p0(X) и qθ(X). Рассмотрим выражение∫

RnN

[
ρθ(X)− ρ̄θ(T (X))

]2
qθ(X) µN (dX) =

=

∫
RnN

[
ρθ(X)− ρ̄θ(T (X))

]
pθ(X) µN (dX)−

−
∫
RnN

[
ρθ(X)− ρ̄θ(T (X))

]
ρ̄θ(T (X))qθ(X) µN (dX).

В силу свойств условного математического ожидания последние два интеграла об-
ращаются в нуль. Значит, ρθ(X) = ρ̄θ(T (X)) почти всюду на M0. Подставим это
равенство в определение функции ρθ(X). У нас получится

ρ̄θ(T (X)) =
pθ(X)

qθ(X)
=

2pθ(X)

pθ(X) + p0(X)
=⇒ pθ(X) =

ρ̄θ(T (X))

2− ρ̄θ(T (X))
p0(X). �

§ 14. Доверительные интервалы
Пусть на пространстве Rn задано семейство распределений веро-

ятности {Pθ | θ ∈ (a, b)}. До сих пор мы строили точечные оценки
θ̂ = T (X) для параметра θ. При этом, как правило, вероятность точ-
ного совпадения θ̂ с θ была равна нулю. Спрашивается, а можно ли
по выборке X построить такой интервал, который с большой вероят-
ностью содержал бы истинное значение θ?
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Определение. Доверительным интервалом с доверительной ве-
роятностью 1−ε называется такая пара статистик θ = θ(X) и θ̄ = θ̄(X),
что при всех θ выполняется условие Pθ{θ < θ < θ̄} > 1− ε.

Таким образом, доверительный интервал (θ, θ̄) — это случайный
интервал, который содержит истинное значение θ с вероятностью не
меньше 1− ε.

Общая схема построения доверительных интервалов следующая.
Предположим, что у нас есть некоторое семейство статистик T (X, θ),
и что для каждой из них известна функция распределения Fθ(z) =
Pθ{T (X, θ) 6 z}. Если Fθ(z) непрерывно зависит от переменной z, то
p-уровень Fθ(T (X, θ)) равномерно распределен на отрезке [0, 1] (по тео-
реме 4.1). Выберем пару чисел ε1, ε2 > 0, удовлетворяющих условию
ε1 + ε2 = ε. Тогда с вероятностью 1− ε

ε2 < Fθ(T (X, θ)) < 1− ε1. (14.1)

Решим эту систему неравенств относительно переменной θ. Очевидно,
любой интервал, содержащий множество всех ее решений, будет дове-
рительным.

Если функция распределения Fθ(z) разрывна, рассмотрим систему
неравенств

Fθ
(
T (X, θ)− 0

)
< 1− ε1, Fθ

(
T (X, θ)

)
> ε2. (14.2)

По теореме 4.2 первое из них выполняется с вероятностью не меньше
1−ε1, а второе — с вероятностью не меньше 1−ε2. Значит, вероятность
того, что хотя бы одно из них нарушается, не превосходит ε1 + ε2 = ε,
а вероятность того, что они выполняются одновременно, не меньше
1− ε. Поэтому любой интервал, содержащий множество всех решений
системы (14.2), будет доверительным.

В большинстве приложений функции Fθ(T (X, θ)) и Fθ(T (X, θ)− 0)
оказываются непрерывными и убывающими по θ (даже если распреде-
ление Pθ дискретно). Тогда границы доверительного интервала (θ, θ̄)
можно находить из уравнений:

Fθ
(
T (X, θ)− 0

)
= 1− ε1, Fθ̄

(
T (X, θ̄)

)
= ε2. (14.3)

В случае ε1 = ε2 = ε/2 полученный таким образом доверительный
интервал называется центральным, в случае ε1 = ε доверительный ин-
тервал (θ,+∞) называется левым, а в случае ε2 = ε доверительный
интервал (−∞, θ̄) называется правым.



52 Глава 1. СТАТИСТИЧЕСКОЕ ОЦЕНИВАНИЕ ПАРАМЕТРОВ

Размер доверительного интервала зависит от выбора семейства ста-
тистик T (X, θ), а также от пары чисел ε1, ε2. Как правило, централь-
ный доверительный интервал имеет длину порядка 1

/√
N , где N —

объем выборки.
В вышеописанной общей схеме обычно выделяют несколько част-

ных случаев.

Метод обратной функции получается, когда статистика T (X, θ)
не зависит от переменной θ и является состоятельной оценкой для θ.
Название метода происходит из традиционного способа его обоснова-
ния (которое нам не нужно, поскольку выше мы привели другое, более
общее).

Метод Стьюдента1 применяется, когда семейство вероятностных
распределений зависит от нескольких параметров, а доверительный
интервал нужно построить для одного из них. Обозначим этот выде-
ленный параметр через θ. Предположим, что нам удалось построить
такое семейство статистик T (X, θ), зависящее только от выделенного
параметра θ, что его функция распределения F (z) = Pθ{T (X, θ) 6 z}
вовсе не зависит от параметров (или зависит лишь от θ). Тогда дове-
рительный интервал, построенный по общей схеме, не будет зависеть
от остальных параметров (отличных от θ).

Асимптотические доверительные интервалы. Часто удается
построить такое семейство статистик T (X, θ), что его распределение
сходится к стандартному нормальному закону N (0, 1). Например, ес-
ли θ̂(X) — асимптотически нормальная оценка θ с асимптотической
дисперсией σ2(θ)/N , то можно взять T (X, θ) =

√
N(θ̂(X) − θ)/σ(θ). В

этом случае при больших N функцию распределения для T (X, θ) за-
меняют на стандартную нормальную функцию распределения Φ(z), и
доверительный интервал для θ находят из неравенств

ε

2
< Φ(T (X, θ)) < 1− ε

2
.

Длина построенного таким образом доверительного интервала будет
тем меньше, чем меньше асимптотическая дисперсия оценки. Поэтому
лучше всего в качестве θ̂(X) выбирать асимптотически эффективную
оценку (если ее удается вычислить).

1Student — псевдоним английского статистика В. Госсета.
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Пример 1. Пусть X = (x1, . . . , xN) — выборка из нормального
закона N (θ, σ2) с известной дисперсией σ2. Требуется найти довери-
тельный интервал для математического ожидания θ с доверительной
вероятностью 1− ε = 0,9.

Решение. Состоятельной и несмещенной оценкой для параметра θ
служит выборочное среднее x̄ = 1

N

∑N

t=1 xt. Случайная величина x̄ име-
ет математическое ожидание θ, дисперсию σ2/N и, кроме того, нор-
мально распределена (см. Приложение, п. IV, формулы (5), (6)). Сле-
довательно, статистика T (X, θ) =

√
N(x̄−θ)/σ имеет стандартное нор-

мальное распределение. По общей схеме центральный доверительный
интервал для θ находится как решение (относительно переменной θ)
системы неравенств

ε

2
< Φ

(√
N(x̄− θ)
σ

)
< 1− ε

2
.

Это решение имеет вид

x̄−∆
σ√
N

< θ < x̄+∆
σ√
N

, где ∆ = Φ−1
(
1− ε

2

)
≈ 1,65.

Пример 2. Рассматривается последовательность испытаний Бер-
нулли с двумя исходами {0, 1}. По выборке X = (x1, . . . , xN) требуется
найти доверительный интервал для вероятности успеха θ = P (1).

Решение. Состоятельной и несмещенной оценкой для параметра θ
служит выборочное среднее x̄ = m/N , где m = x1 + . . . + xN — общее
число успехов. Распределение этой оценки биномиальное:

Pθ(m/N) = Cm
N θ

m(1− θ)N−m.

В соответствии с (14.3) границы доверительного интервала находятся
из уравнений:

Fθ

(m
N

− 0
)
=

m−1∑
i=0

Ci
Nθ

i(1− θ)N−i = 1− ε1,

Fθ̄

(m
N

)
=

m∑
i=0

Ci
N θ̄

i(
1− θ̄

)N−i
= ε2.



54 Глава 1. СТАТИСТИЧЕСКОЕ ОЦЕНИВАНИЕ ПАРАМЕТРОВ

Если 0 < m < N , то эти уравнения в явном виде не решаются. Если
m = 0, то из второго уравнения находим правосторонний доверитель-
ный интервал: θ ∈ [0, 1 − N

√
ε) с вероятностью 1 − ε. А если m = N ,

то из первого уравнения находим левосторонний доверительный ин-
тервал: θ ∈ (N

√
ε, 1] с вероятностью 1 − ε (чтобы решить уравнение,

используем равенство Fθ(1− 0) = 1− θN).
Оценка x̄ = m/N имеет математическое ожидание θ и дисперсию

θ(1− θ)/N . Распределение статистики T (X, θ) =
√
N(x̄− θ)

/√
θ(1− θ)

по центральной предельной теореме сходится к стандартному нормаль-
ному закону. Поэтому при больших N доверительный интервал можно
находить, решая систему неравенств

ε

2
< Φ

(√
N(x̄− θ)√
θ(1− θ)

)
< 1− ε

2
.

Задача 1. Докажите, что функция Fθ(m/N) убывает по θ.
Подсказка:

dFθ(m/N)

dθ
= −(N −m)Cm

N θ
m(1− θ)N−m−1.

Пример 3. Наблюдается выборка X = (x1, . . . , xN) из нормального
закона N (θ, σ2), в котором θ и σ2 неизвестны. Построить центральный
доверительный интервал для θ.

Решение. Рассмотрим статистику Стьюдента

tN−1 =
√
N

x̄− θ
s

, (14.4)

где

x̄ =
1

N

N∑
t=1

xt и s2 =
1

N − 1

N∑
t=1

(xt − x̄)2.

Случайные величины ξt = (xt − θ)/σ независимы и имеют стандартное
распределение N (0, 1). Сделаем в (14.4) подстановку xt = σξt + θ:

x̄ = σξ̄+ θ, s2 =
σ2

N − 1

N∑
t=1

(ξt − ξ̄)2, tN−1 =

√
N(N − 1) · ξ̄√∑N

t=1

(
ξt − ξ̄

)2 .
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Отсюда видно, что распределение статистики tN−1 не зависит ни от θ,
ни от σ2. Позже (во второй части курса) мы докажем, что оно сов-
падает со стандартным распределением Стьюдента с N − 1 степенью
свободы (см. Приложение, п. VI). Соответствующая функция распре-
деления обозначается FtN−1

.
Центральный доверительный интервал для θ находится из системы

неравенств
ε

2
< FtN−1

(√
N

x̄− θ
s

)
< 1− ε

2
.

Решая их относительно θ, получаем

x̄−∆
s√
N

< θ < x̄+∆
s√
N

, где ∆ = F−1
tN−1

(
1− ε

2

)
.

Квантиль ∆ находится из таблиц для функции распределения FtN−1

или с помощью вероятностного калькулятора.
Пример 4. Наблюдается выборка X = (x1, . . . , xN) из нормального

закона N (θ, σ2), в котором θ и σ2 неизвестны. Построить центральный
доверительный интервал для σ2.

Решение. Рассмотрим статистику

χ
2
N−1 =

N − 1

σ2
s2 =

1

σ2

N∑
t=1

(xt − x̄)2 =

N∑
t=1

(
ξt − ξ̄

)2
,

где ξt — случайные величины из предыдущего примера. Ее распре-
деление не зависит от параметров θ и σ2. Во второй части курса мы
докажем, что оно совпадает с распределением «хи-квадрат» с N − 1
степенью свободы (см. Приложение, п. VI). Поэтому центральный до-
верительный интервал для σ2 можно находить из системы

ε

2
< Fχ2N−1

(
N − 1

σ2
s2
)

< 1− ε
2
.

Решая ее, получаем

(N − 1)s2

F−1
χ2N−1

(1− ε/2)
< σ2 <

(N − 1)s2

F−1
χ2N−1

(ε/2)
. (14.5)

Задача 2. Докажите, что доверительный интервал (14.5) имеет
длину порядка 1

/√
N .



Глава 2. СТАТИСТИЧЕСКАЯ
ПРОВЕРКА ГИПОТЕЗ

§ 15. Основные понятия
Пусть на пространстве Rn имеется семейство вероятностных мер

{Pθ | θ ∈ Q }, и множество параметров Q разбито на несколько частей:
Q = Q0 ⊔ Q1 ⊔ . . . ⊔ QK−1. Это разбиение определяет набор гипотез:
гипотеза Hi состоит в том, что истинное значение параметра θ при-
надлежит множеству Qi. Если множество Qi содержит только один
элемент, то гипотеза Hi называется простой; в противном случае она
называется сложной. Задача статистической проверки гипотез состо-
ит в построении статистики d(X), сопоставляющей каждой выборке X
наиболее вероятную гипотезу. Такая статистика называется решающим
правилом (критерием, тестом).

Рассматривают две разновидности решающих правил. Если значе-
ние функции d(X) однозначно определяется по выборке X, то это обыч-
ное (нерандомизированное) решающее правило. А если при фиксиро-
ванном X значение d(X) определяется не однозначно, а само является
случайной величиной, то это рандомизированное решающее правило.
Для него вероятности P{d(X) = Hi} = φi(X) называются критически-
ми функциями. Очевидно, обычное решающее правило — это частный
случай рандомизированного.

Чаще всего изучается ситуация, когда множество Q разбито всего
на две части: Q = Q0⊔Q1. Тогда есть две гипотезы: гипотеза H0 состоит
в том, что θ ∈ Q0 (нулевая гипотеза), а гипотеза H1 состоит в том, что
θ ∈ Q1 (альтернатива).

В данной ситуации любое рандомизированное решающее правило —
это случайная функция d(X), принимающая значение H1 с вероятно-
стью φ(X) и значение H0 с вероятностью 1− φ(X), где φ(X) — произ-
вольная (борелевская) критическая функция, принимающая значения
в отрезке [0, 1].

Ошибкой I рода называется выбор гипотезы H1 при условии, что
на самом деле верна H0. Вероятность ошибки первого рода есть

α(θ) = Pθ{d(X) = H1} =

∫
RnN

φ(X)Pθ(dX), θ ∈ Q0.
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Ошибкой II рода называется принятие гипотезы H0, когда на самом
деле верна H1. Вероятность ошибки второго рода есть

β(θ) = Pθ{d(X) = H0} =

∫
RnN

(
1− φ(X)

)
Pθ(dX), θ ∈ Q1.

Мощность решающего правила d(X) — это вероятность правильного
принятия альтернативы H1. Она обозначается ω(θ) и равна

ω(θ) = Pθ{d(X) = H1} =

∫
RnN

φ(X)Pθ(dX) = 1− β(θ), θ ∈ Q1.

Разумно считать решающее правило тем лучше, чем меньше для
него вероятности ошибок первого и второго рода. Однако в большин-
стве случаев уменьшение вероятности ошибки одного рода ведет к уве-
личению вероятности ошибки другого рода, и возникает задача дости-
жения некоторого баланса между ними. На практике обычно гипотезы
H0 и H1 бывают неравноправны, и ошибки первого рода менее жела-
тельны, чем ошибки второго рода. В связи с этим Нейман и Пирсон
предложили следующий принцип оптимальности решающего правила.

Принцип оптимальности. Рандомизированное решающее пра-
вило следует выбирать так, чтобы вероятность ошибки первого рода
не превосходила некоторого наперед заданного малого числа ε > 0, а
вероятность ошибки второго рода была минимально возможной:

sup
θ∈Q0

α(θ) 6 ε, sup
θ∈Q1

β(θ) → min
[
⇔ inf

θ∈Q1

ω(θ) → max
]
.

Число ε называется уровнем значимости теста, а само оптимальное
решающее правило — решающим правилом Неймана — Пирсона.

Если для любого θ ∈ Q1 вероятность ошибки второго рода β(θ)
стремится к нулю при N → ∞, то тест называется состоятельным.
А если вероятность принятия альтернативы при любом θ ∈ Q1 выше,
чем при любом θ ∈ Q0 (другими словами, выполняется неравенство
supθ∈Q0

α(θ) 6 infθ∈Q1 ω(θ)), то тест называется несмещенным.
Название «уровень значимости» теста кажется несколько противо-

естественным: получается, что при прочих равных условиях тест тем
лучше, чем меньше его уровень значимости. Но тут ничего не подела-
ешь; этот термин общепринят, и не нам его менять (впрочем, Боровков
в [1] все-таки отважился назвать уровнем значимости не ε, а 1− ε).
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§ 16. Решающее правило
Неймана — Пирсона

Сами Нейман и Пирсон в 1933 году построили оптимальное решаю-
щее правило в случае двух простых гипотез. Предположим, что на Rn

задана σ-конечная борелевская мера µ и две плотности вероятности
p0(x), p1(x) по отношению к µ. Будем считать, что множество пара-
метров Q содержит всего два элемента, θ0 и θ1, которым отвечают
плотности p0(x) и p1(x). Гипотеза H0 состоит в том, что мы наблюдаем
случайную величину с плотностью распределения p0(x), а гипотеза H1

состоит в том, что эта случайная величина имеет плотность p1(x).
Пусть X = (x1, . . . , xN) — выборка из распределения с плотностью

pi(x), где i = 0, 1. Тогда отношением правдоподобия называется стати-
стика

L(X) =
p1(X)

p0(X)
.

Теорема 16.1. В случае двух простых гипотез для любого числа
ε ∈ (0, 1) существуют такие числа ∆ > 0 и κ ∈ [0, 1], что у решаю-
щего правила с критической функцией

φ(X) = P{d(X) = H1} =


0, если L(X) < ∆,

κ, если L(X) = ∆,

1, если L(X) > ∆

(16.1)

вероятность ошибки первого рода равна ε. Это решающее правило
имеет максимальную мощность среди всех решающих правил с уров-
нем значимости ε.

До к а з а т е л ь с т в о. Пусть P0 — распределение вероятностей с
плотностью p0(X), и F0(z) = P0{L(X) 6 z} — функция распреде-
ления отношения правдоподобия. Тогда вероятность ошибки первого
рода для теста с критической функцией φ(X) равна

α = P0{L(X) > ∆}+ κP0{L(X) = ∆} =

=
(
1− F0(∆)

)
+ κ

(
F0(∆)− F0(∆− 0)

)
.

При κ = 0 она принимает значение 1 − F0(∆), а при κ = 1 она равна
1−F0(∆−0). Пусть ∆ = sup{z | F0(z) < 1−ε} — квантиль уровня 1−ε
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для функции распределения F0(z). Тогда F0(∆ − 0) 6 1 − ε 6 F0(∆)
или, что то же самое, 1 − F0(∆) 6 ε 6 1 − F0(∆ − 0). Очевидно, для
этого ∆ найдется такое κ ∈ [0, 1], при котором α = ε.

Мощность построенного решающего правила равна

ω =

∫
RnN

φ(X)p1(X) µN(dX).

Рассмотрим любую другую критическую функцию φ′(X), для которой

α
′ =

∫
RnN

φ
′(X)p0(X) µN(dX) 6 ε,

ω
′ =

∫
RnN

φ
′(X)p1(X) µN(dX).

Из определения φ(X) видно, что функция

G(X) =
(
φ(X)− φ′(X)

)(
p1(X)−∆p0(X)

)
неотрицательна. Значит,∫

RnN

G(X) µN(dX) = ω− ω′ −∆(ε− α′) > 0,

откуда следует, что ω > ω′. �
Следствие 16.2. Если функция распределения

F0(z) = P0{L(X) 6 z}

непрерывна, то существует нерандомизированное решающее правило
Неймана — Пирсона вида

d(X) =

{
H0, если L(X) 6 ∆,

H1, если L(X) > ∆,
где ∆ ∈ F−1

0 (1− ε). (16.2)

Д о к а з а т е л ь с т в о. В этом случае число κ можно взять любым,
например κ = 0. �

В примерах довольно часто удается подобрать такую возрастаю-
щую функцию g, что выражение g(L(X)) выглядит проще, чем L(X).
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Тогда решающее правило (16.2) записывают в равносильной форме

d(X) =

{
H0, если g(L(X)) 6 δ,
H1, если g(L(X)) > δ,

где δ = g(∆).

Пример. Пусть имеются два нормальных распределения с одина-
ковыми дисперсиями σ2, но разными математическими ожиданиями
θ0 < θ1. Для выборки X = (x1, . . . , xN) нужно построить решающее
правило Неймана — Пирсона с уровнем значимости ε.

Решение. Отношение правдоподобия в данном случае имеет вид

L(X) =
p1(X)

p0(X)
=

N∏
t=1

e−(xt−θ1)2/2σ2

e−(xt−θ0)2/2σ2
=

= exp

{
N(θ1 − θ0)
σ2

x̄ − N(θ21 − θ20)
2σ2

}
.

Очевидно, L(X) является возрастающей функцией от x̄. Поэтому для
каждого ∆ > 0 существует единственное число δ, при котором условие
L(X) > ∆ равносильно x̄ > δ. Заметим, что при истинном матема-
тическом ожидании θ0 выборочное среднее x̄ имеет нормальное рас-
пределение N (θ0, σ

2/N). Поэтому величина y =
√
N(x̄ − θ0)/σ имеет

стандартное нормальное распределение N (0, 1). А неравенство x̄ > δ
равносильно y > ζ, где ζ =

√
N(δ− θ0)/σ.

В решающем правиле Неймана — Пирсона вероятность ошибки пер-
вого рода должна равняться ε:

α = P0{L(X) > ∆} = P0{x̄ > δ} = P0{y > ζ} = ε. (16.3)

С другой стороны, P0{y > ζ} = 1− Φ(ζ). Следовательно, 1− Φ(ζ) = ε.
Отсюда мы находим квантиль ζ = Φ−1(1 − ε), критическое значение
δ = θ0 + ζσ

/√
N , и в итоге получаем решающее правило

θ = θ0, если x̄ 6 δ = θ0 + ζ
σ√
N

,

θ = θ1, если x̄ > δ = θ0 + ζ
σ√
N

,

где ζ = Φ−1(1− ε). (16.4)
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Докажем его состоятельность. Если θ = θ1, то случайная величина
z =

√
N(x̄ − θ1)/σ имеет нормальное распределение N (0, 1). Поэтому

вероятность ошибки второго рода

P1{x̄ 6 δ} = P1

{
z 6

√
N(θ0 − θ1)/σ+ ζ

}
= Φ

(√
N(θ0 − θ1)/σ+ ζ

}
стремится к нулю при N → ∞.

Вопрос. Как можно объяснить тот факт, что критерий (16.4) за-
висит лишь от x̄?

§ 17. Проверка простой гипотезы против
сложной альтернативы

Пусть на Rn задано семейство вероятностных мер {Pθ | θ ∈ Q }, и
в множестве параметров Q фиксировано одно значение θ0. Требуется
проверить простую гипотезу H0 : θ = θ0 против альтернативы общего
вида H1 : θ ̸= θ0.

Обычно это делают так. Выбирают какую-нибудь скалярную стати-
стику T (X), для которой при θ = θ0 известна функция распределения
F (z) = Pθ0{T (X) 6 z}. В области изменения T (X) находят такой отре-
зок [∆1,∆2], что Pθ0{T (X) ∈ [∆1,∆2]} > 1 − ε. Для него выписывают
решающее правило{

θ = θ0, если T (X) ∈ [∆1,∆2],

θ ̸= θ0, если T (X) /∈ [∆1,∆2].
(17.1)

По построению оно имеет уровень значимости ε. После этого для каж-
дого θ ̸= θ0 проверяют, будет ли вероятность Pθ{T (X) ∈ [∆1,∆2]} стре-
миться к нулю при возрастании объема выборки X. Если это так, то
решающее правило (17.1) состоятельно.

Предположим, что функция распределения F (z) = Pθ0{T (X) 6 z}
непрерывна. Тогда решающее правило (17.1) можно записать в равно-
сильной форме{

θ = θ0, если F (T (X)) ∈ [δ1, δ2],

θ ̸= θ0, если F (T (X)) /∈ [δ1, δ2],
где δi = F (∆i). (17.2)
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Напомним, что случайная величина F (T (X)) называется p-уровнем
статистики T (X). В силу теоремы 4.1 она равномерно распределена
на отрезке [0, 1] (при θ = θ0). Поэтому

δ2 − δ1 = Pθ0
{
F (T (X)) ∈ [δ1, δ2]

}
> 1− ε.

Если функция распределения F (z) разрывна, то вместо решающего
правила (17.2) можно использовать следующее:{

θ = θ0, если F (T (X)) > δ1 и F (T (X)− 0) < δ2,

θ ̸= θ0, если F (T (X)) 6 δ1 или F (T (X)− 0) > δ2,
(17.3)

где δ2− δ1 = 1− ε. По теореме 4.2 неравенство F (T (X)) > δ1 выполня-
ется с вероятностью не меньше 1− δ1, а неравенство F (T (X)− 0) < δ2
выполняется с вероятностью не меньше δ2. Вероятность же того, что
хотя бы одно из них нарушается, не превосходит δ1 + (1− δ2) = ε. Это
доказывает, что последний тест имеет уровень значимости ε.

В приложениях часто рассматривают ситуацию, когда статистика
T (X) неотрицательна и характеризует величину отклонения некоторой
статистической оценки θ̂ от θ0. Например, T (X) может быть расстоя-
нием |θ̂−θ0| или квадратом расстояния |θ̂−θ0|2. В этом случае обычно
полагают δ1 = 0, δ2 = 1− ε, и записывают критерий (17.2) в виде{

θ = θ0, если 1− F (T (X)) > ε,
θ ̸= θ0, если 1− F (T (X)) < ε,

(17.4)

При этом p-уровнем называют не F (T (X)), а разность 1−F (T (X)) (ко-
торая, очевидно, тоже равномерно распределена на отрезке [0, 1]). Для
статистики T (X) > 0 выполняются равенства F (0) = 0 и F (+∞) = 1.
Поэтому малым значениям T (X) соответствуют p-уровни, близкие к
единице, а большим значениям T (X) отвечают p-уровни, близкие к
нулю. При использовании критерия (17.4) принято говорить, что если
p-уровень оказался выше уровня значимости (1 − F (T (X)) > ε), то
статистика T (X) незначимо отклонилась от нуля, и гипотезу θ = θ0
можно принять. Если же p-уровень оказался ниже уровня значимости
(1 − F (T (X)) < ε), то статистика T (X) значимо отклонилась от нуля,
и поэтому гипотезу θ = θ0 следует отвергнуть.
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Приведем еще один способ истолкования p-уровня. Пусть X и Y —
две независимые выборки одинаковой мощности из распределения Pθ0 ,
причем выборка X фиксирована. Тогда

Pθ0{T (Y ) > T (X)} = 1− F (T (X)).

Другими словами, p-уровень выборки X — это вероятность события
T (Y ) > T (X) при θ = θ0. И если эта вероятность оказалась меньше ε, то
мы считаем, что статистика T (X) приняла слишком большое значение
(значимо отклонилась от нуля), чтобы можно было поверить в гипотезу
θ = θ0.

В заключение еще раз подчеркнем, что состоятельность критери-
ев (17.1) – (17.4) a priori ничем не гарантирована, и ее всегда нужно
проверять отдельно.

Пример 1. Пусть X = (x1, . . . , xN) — выборка из нормального
распределения N (a, σ2) с известной дисперсией σ2. Построить критерий
для проверки гипотезы a = a0.

Решение. Известно, что при a = a0 статистика

T (X) =
1

σ
√
N

N∑
t=1

(xt − a0) =

√
N

σ
(x̄− a0)

имеет стандартное нормальное распределение N (0, 1) (это следует из
формул (5), (6) в Приложении, п. IV). Подберем такое число ∆, при
котором P{|T (X)| 6 ∆} = 1 − ε. Очевидно, это ∆ = Φ−1(1 − ε/2).
Соответствующий критерий с уровнем значимости ε имеет вид{

a = a0, если |T (X)| 6 ∆,

a ̸= a0, если |T (X)| > ∆,
где ∆ = Φ−1

(
1− ε

2

)
.

Проверим его состоятельность. Если a ̸= a0, то стандартное нормаль-
ное распределение будет иметь статистика

√
N(x̄− a)/σ = T (X)−

√
N(a− a0)/σ.

Поэтому при N → ∞

P
{
|T (X)| 6 ∆

}
6 P

{√
N |x̄− a|
σ

>
√
N |a− a0|
σ

−∆

}
→ 0.
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Пример 2. Пусть X = (x1, . . . , xN) — выборка из нормального
распределения N (a, σ2) с неизвестными a и σ. Построить критерий для
проверки гипотезы σ = σ0.

Решение. Во второй части курса будет доказано, что при σ = σ0
статистика

χ
2(X) =

1

σ20

N∑
t=1

(xt − x̄)2

имеет распределение χ2N−1 (см. Приложение, п. VI). Определим кван-
тили ∆1 и ∆2 равенствами

Fχ2N−1
(∆1) =

ε

2
, Fχ2N−1

(∆2) = 1− ε
2
.

Тогда при σ = σ0 вероятность события χ2(X) ∈ [∆1,∆2] будет равна
1 − ε, а вероятность события χ2(X) /∈ [∆1,∆2] будет равна ε. Соответ-
ствующий критерий имеет вид{

σ = σ0, если χ2(X) ∈ [∆1,∆2],

σ ̸= σ0, если χ2(X) /∈ [∆1,∆2].

Проверим состоятельность этого критерия. По определению, χ2n = ξ21 + . . .+ ξ2n,
где случайные величины ξi независимы и имеют стандартное нормальное распре-
деление N (0, 1). Из центральной предельной теоремы вытекает, что при N → ∞
сумма

∑N
t=1(xt − x̄)2 с подавляющей вероятностью попадает в окрестность точки

(N−1)σ2 размера порядка
√
N , а условие χ2(X) ∈ [∆1,∆2] задает для той же суммы

интервал, лежащий в окрестности точки (N − 1)σ20 размера порядка
√
N . Поэтому

при σ ̸= σ0 вероятность события χ2(X) ∈ [∆1,∆2] стремится к нулю, что доказывает
состоятельность построенного критерия.

§ 18. Критерии согласия
Предположим, что на вещественной оси есть какая-то функция рас-

пределения F (x), и мы наблюдаем выборку X = (x1, . . . , xN) из этого
распределения. Требуется решить, совпадает ли F (x) с некоторой дру-
гой (заранее заданной) функцией распределения F0(x). Иначе говоря,
нам нужно проверить простую гипотезу H0 : F (x) ≡ F0(x) против
альтернативы общего вида H1 : F (x) ̸≡ F0(x). При такой постановке
задачи H0 называется гипотезой согласия (потому что она утверждает,
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что выборка X «согласуется» с распределением F0(x)), а соответству-
ющее ей решающее правило называется критерием согласия. Наиболее
популярны два критерия согласия: χ2-критерий Пирсона и критерий
Колмогорова.
χ2-критерий Пирсона. Произвольным образом разобьем веще-

ственную прямую на m частей точками

−∞ = b0 < b1 < . . . < bm−1 < bm = +∞.

Положим ∆k = (bk−1, bk]. Вероятность того, что случайная величина x
с функцией распределения F0(x) попадет в ∆k, равна

pk = F0(bk)− F0(bk−1).

Ниже мы будем предполагать, что все pk > 0. Для каждой выборки
X = (x1, . . . , xN) обозначим через νk число выборочных значений xi,
попавших в ∆k, а через p̂k — эмпирические вероятности p̂k = νk/N .

Определение. χ2-статистика Пирсона — это

χ
2(X) =

m∑
k=1

(νk −Npk)
2

Npk
= N

m∑
k=1

(p̂k − pk)
2

pk
. (18.1)

Теорема 18.1. Если X = (x1, . . . , xN) — выборка из распределе-
ния F0(x), то при N → ∞ распределение χ2-статистики Пирсона
сходится к распределению случайной величины χ2m−1 (распределению
«хи-квадрат» с m− 1 степенями свободы).

Доказательство этой теоремы будет изложено позднее, во второй
части курса.

По определению, χ2-критерий согласия Пирсона имеет вид{
F (x) ≡ F0(x), если χ2(X) 6 ∆,

F (x) ̸≡ F0(x), если χ2(X) > ∆,
∆ = F−1

χ2m−1
(1− ε),

где Fχ2m−1
(x) — функция распределения случайной величины χ2m−1.

Из теоремы 18.1 вытекает, что вероятность ошибки первого рода
P
{
χ2(X) > ∆

∣∣H0

}
сходится к ε при N → ∞. Мы всегда можем сни-

зить эту вероятность до приемлемого уровня за счет выбора достаточно
малого ε.
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С другой стороны, допустим, что выборка X подчиняется распре-
делению F (x), отличному от F0(x). Тогда числа qk = F (bk) − F (bk−1)
скорее всего будут отличаться от pk = F0(bk) − F0(bk−1). По закону
больших чисел эмпирические вероятности p̂k почти наверное будут схо-
диться к qk при N → ∞. Поэтому отношение χ2(X)/N будет сходиться
к числу c =

∑
k(qk−pk)

2/pk > 0, сама случайная величина χ2(X) будет
неограниченно возрастать, и выбор будет делаться в пользу гипотезы
H1 : F (x) ̸≡ F0(x) (иначе говоря, рассматриваемый критерий является
состоятельным).

К сожалению, вероятность ошибки второго рода стремится к нулю
не равномерно по отношению к распределению F (x) ̸≡ F0(x). Чем мень-
ше отличается F (x) от F0(x), тем больше нужно брать размер выборки,
чтобы гарантировать малость этой вероятности. А в случае, когда рас-
пределение F (x) может быть сколь угодно близко к F0(x), мы ни при
каком N не можем утверждать, что вероятность ошибки второго рода
мала.

Критерий Колмогорова. Пусть X = (x1, . . . , xN) — выборка из
распределения с непрерывной функции распределения F0(x). В силу
теоремы 4.1 случайные величины yi = F0(xi) равномерно распределены
на отрезке [0, 1]. Рассмотрим выборку Y = (y1, . . . , yN). Построим для
нее выборочную функцию распределения

ΨN(y) =
#{yi | yi 6 y}

N
=

1

N

N∑
i=1

η(y − yi),

где η(x) — функция Хевисайда (обращающаяся в нуль при x < 0 и
равная единице при x > 0).

Определение. Статистика (расстояние) Колмогорова — это

DN(X) = sup
06y61

∣∣ΨN(y)− y
∣∣. (18.2)

Очевидно, распределение статистики DN(X) не зависит от распре-
деления F0(x) (при условии, что оно непрерывно). Из сильной состоя-
тельности выборочной функции распределения (теорема 3.1) вытекает,
что DN(X) → 0 с вероятностью 1.



§ 19. Критерий отношения правдоподобия 67

Задача 1. Докажите справедливость равенств

DN(X) = sup
x

∣∣FN(x)− F0(x)
∣∣,

DN(X) = max
16i6N

{∣∣∣y(i) − i

N

∣∣∣, ∣∣∣y(i) − i− 1

N

∣∣∣} ,

в которых FN(x) — выборочная функция распределения для выборки
X = (x1, . . . , xN), а (y(1), . . . , y(N)) — вариационный ряд для выборки
Y = (y1, . . . , yN), где yi = F0(xi).

Теорема 18.2. Если выборка X = (x1, . . . , xN) отвечает непре-
рывной функциии распределения F0(x), то распределение статистики√
NDN(X) сходится к распределению Колмогорова:

P
{√

NDN(X) 6 z
}
−→ K(z) =

+∞∑
j=−∞

(−1)je−2j2z2

, z > 0.

Эта теорема приводится без доказательства.
По определению, критерий согласия Колмогорова имеет вид{

F (x) ≡ F0(x), если
√
NDN(X) 6 K−1(1− ε),

F (x) ̸≡ F0(x), если
√
NDN(X) > K−1(1− ε).

Из теоремы 18.2 следует, что вероятность ошибки первого рода для
этого критерия сходится к ε при N → ∞.

Задача 2. Объясните, почему критерий Колмогорова состоятелен.

§ 19. Критерий отношения правдоподобия
Пусть на пространстве Rn задана σ-конечная мера µ и семейство

плотностей вероятностей {pθ(x) | θ ∈ Q } по отношению к µ. Предпо-
ложим, что множество Q разбито на две части Q0 ⊂ Q и Q1 = Q \Q0.
Отношением правдоподобия для проверки двух гипотез H0 : θ ∈ Q0 и
H1 : θ ∈ Q1 называется статистика

Λ(X) =
sup{pθ(X) | θ ∈ Q }
sup{pθ(X) | θ ∈ Q0}

, (19.1)
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где pθ(X) = pθ(x1) . . . pθ(xN) — это плотность распределения выборки
X = (x1, . . . , xN). Очевидно, Λ(X) > 1.

По определению, критерий отношения правдоподобия имеет вид{
θ ∈ Q0, если Λ(X) 6 ∆,

θ /∈ Q0, если Λ(X) > ∆,
(19.2)

где критическое значение ∆ > 1 выбирается так, чтобы критерий имел
заранее заданный уровень значимости ε:

α(θ) = Pθ{Λ(X) > ∆} =

∫
Λ(X)>∆

pθ(X) µN(dX) 6 ε

для всех θ ∈ Q0.
Оказывается, если семейство плотностей pθ(x) удовлетворяет неко-

торым условиям регулярности (сформулированным в следующей тео-
реме 19.1), а множество Q0 является гладким подмногообразием в об-
ласти Q, то при θ ∈ Q0 распределение статистики 2 lnΛ(X) сходится к
распределению χ2s, причем число степеней свободы s равно коразмер-
ности множества Q0 в Q. Отсюда вытекает, что при больших N

Pθ{Λ(X) > ∆} ≈ Pθ{χ2s > 2 ln∆} = 1− Fχ2s(2 ln∆).

Приравнивая последнее выражение к ε, находим критическое значение
∆ = eδ/2, где число δ = 2 ln∆ определяется условием Fχ2s(δ) = 1− ε.

Сформулируем соответствующую теорему об асимптотике распре-
деления статистики 2 lnΛ(X).

Теорема 19.1. Предположим, что Q — открытая область в Rm,
семейство плотностей вероятностей {pθ(x) | θ ∈ Q } (по отношению
к некоторой σ-конечной борелевской мере µ на Rn) удовлетворяет
трем условиям регулярности

R1) выражение
∫
Rn pθ(x) µ(dx) можно дважды дифференцировать

по θ под знаком интеграла;
R2) информационная матрица Фишера

I(θ) =
(
ikl(θ)

)m
k,l=1

, ikl(θ) = Eθ

{
∂ ln pθ(x)

∂θk

∂ ln pθ(x)

∂θl

}
положительно определена при всех θ ∈ Q;
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R3) существуют такие функция H(x) и константа M , что при
всех θ ∈ Q∣∣∣∣ ∂3 ln pθ(x)

∂θj∂θk∂θl

∣∣∣∣ 6 H(x), Eθ{H(x)} 6 M, j, k, l = 1, . . . ,m;

и пусть подмножество Q0 ⊂ Q задается системой уравнений

f1(θ) = 0, . . . , fs(θ) = 0, где f1, . . . , fs ∈ C1(Q), (19.3)

причем rank{f ′
1(θ), . . . , f

′
s(θ)} = s в каждой точке θ ∈ Q0.

Тогда при θ ∈ Q0 распределение статистики 2 lnΛ(X) сходится
к распределению χ2s. В частности, если множество Q0 состоит из
одного элемента θ0, то статистика 2 lnΛ(X) сходится по распреде-
лению к χ2m.

Наметим план доказательства этой теоремы для случая Q0 = {θ0}. Оно бази-
руется на том, что в условиях регулярности R1), R2), R3) оценка максимального
правдоподобия θ̂ оказывается асимптотически нормально распределенной с мате-
матическим ожиданием θ0 и матрицей ковариаций IN (θ0)−1 (мы это доказали в
случае одномерного θ, см. теорему 8.3). Сделаем в пространстве параметров Rm

линейную замену переменных, после которой информационная матрица I(θ0) ста-
новится единичной. Тогда распределение нормированной разности ξ =

√
N(θ̂− θ0)

сходится к стандартному нормальному закону (с нулевым средним и единичной
матрицей ковариаций). Значит, координаты вектора ξ в пределе становятся незави-
симыми случайными величинами с распределением N (0, 1). Отсюда вытекает, что
распределение случайной величины ξ2 = N(θ̂− θ0)2 сходится к распределению χ2m.

С другой стороны, раскладывая по формуле Тейлора функцию правдоподобия
l(θ) = ln pθ(X) в точке θ = θ̂, получаем

lnΛ(X) = ln p
θ̂
(X)− ln pθ0 (X) = −

1

2

d2 ln pθ(X)

dθ2

(
θ0 − θ̂

)2
, θ ∈

[
θ̂, θ0

]
.

В силу закона больших чисел и сильной состоятельности оценки θ̂

1

N

d2 ln pθ(X)

dθ2
=

1

N

N∑
i=1

d2 ln pθ(xi)

dθ2
п. н.−−−→ Eθ0

{
d2 ln pθ(x)

dθ2

∣∣∣∣
θ=θ0

}
= −I(θ0) = −I.

Поэтому 2 lnΛ(X) ∼ N
(
θ0 − θ̂

)2 сходится по распределению к χ2m.

В случае, когда множество Q0 задается системой уравнений (19.3), статистика
lnΛ(X) представляется в виде разности ln p

θ̂
(X) − ln pθ̄(X) ∼ N

(
θ̄ − θ̂

)2, где θ̄ —
точка максимума функции l(θ) = pθ(X) на множестве Q0. При этом оказывается,
что вектор θ̂ − θ̄ асимптотически совпадает с проекцией θ̂ − θ0 на ортогональное
дополнение к Q0 в точке θ0. Поэтому N

(
θ̄− θ̂

)2 сходится по распределению к χ2s.
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§ 20. Байесовское решающее правило

Пусть параметр θ может принимать лишь конечное число значений
θ1, . . . , θk, которым отвечают плотности вероятностей p1(x), . . . , pk(x)
на пространстве Rn (по отношению к некоторой мере µ). Гипотеза Hi

состоит в том, что θ = θi (i = 1, . . . , k).
Пусть еще заданы априорные вероятности πi = P (θi), дающие в

сумме единицу. Будем считать, что если верна гипотеза Hi, а выбор
сделан в пользу гипотезы Hj , то приходится платить штраф w(i, j). В
этом случае w(i, j) называется функцией потерь.

Мы хотим построить рандомизированное решающее правило d(X)
для проверки гипотез Hj по выборке X = (x1, . . . , xN). Оно полностью
определяется критическими функциями φj(X), которые равны веро-
ятностям выбора гипотез Hj при данной выборке X. Очевидно, эти
критические функции должны быть неотрицательными, а их сумма
должна равняться единице.

Функционалом риска для рандомизированного решающего правила
называется полное математическое ожидание потерь

r =
k∑

i=1

πi

∫
RnN

pi(X)
k∑

j=1

φj(X)w(i, j) µN(dX).

Перегруппировав слагаемые, его можно записать так:

r =

∫
RnN

k∑
j=1

φj(X)

(
k∑

i=1

πipi(X)w(i, j)

)
µ

N(dX). (20.1)

Принцип оптимальности Байеса предписывает выбирать решающее
правило таким образом, чтобы отвечающий ему риск был минимален.
Решающее правило, удовлетворяющее этому условию, называют байе-
совским.

Вычислим апостериорные вероятности параметров θ1, . . . , θk при
известной выборке X с помощью формулы Байеса

P (θi|X) =
πipi(X)

p(X)
, p(X) =

k∑
j=1

πjpj(X).
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Апостериорное среднее значение потерь при выборе гипотезы Hj равно

r(Hj |X) =

k∑
i=1

P (θi|X)w(i, j) =
1

p(X)

k∑
i=1

πipi(X)w(i, j).

Оказывается, чтобы получилось байесовское решающее правило,
нужно каждой выборке X ставить в соответствие ту гипотезу Hj , при
которой апостериорное среднее значение потерь r(Hj |X) минимально.
Точнее, справедлива следующая теорема.

Теорема 20.1. Рандомизированное решающее правило d(X) явля-
ется байесовским тогда и только тогда, когда оно при почти всех X
(в смысле меры µN) выбирает лишь такие гипотезы Hj, для которых
выполняется условие

k∑
i=1

πipi(X)w(i, j) = min
16l6k

k∑
i=1

πipi(X)w(i, l). (20.2)

Это же верно и для нерандомизированных решающих правил.

До к а з а т е л ь с т в о. Функционал риска r будет минимальным в
том и только том случае, когда при почти всех X минимальна подын-
тегральная функция в (20.1). А это равносильно тому, что вероятность
φj(X) = P{d(X) = Hj} отличается от нуля лишь для тех гипотез Hj ,
для которых выполняется условие (20.2). �

При p(X) ̸= 0 условие (20.2) равносильно условию минимальности
апостериорного риска r(Hj |X). Если же p(X) = 0, то условие (20.2)
выполняется для всех гипотез Hj , а апостериорные риски не опреде-
ляются.

Пример 1. Построить байесовское решающее правило для функ-
ции потерь w(i, j), которая равна единице при i ̸= j и нулю при i = j
(она называется (0–1)-функцией потерь).

Решение. Апостериорные вероятности P (θ1|X), . . . , P (θk|X) дают
в сумме единицу. Поэтому апостериорное среднее значение потерь при
выборе гипотезы Hj равно

r(Hj |X) =
∑
i ̸=j

P (θi|X) = 1− P (θj |X).
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Это есть ни что иное, как апостериорная вероятность ошибки при вы-
боре гипотезы Hj . Нам следует выбирать ту гипотезу, при которой эта
вероятность минимальна, а вероятность P (θj |X) = πipi(X)/p(X) мак-
симальна.

Пример 2. Пусть заданы две плотности вероятности p0(x), p1(x)
с априорными вероятностями π0, π1. Гипотеза Hi состоит в том, что
выборка X взята из распределения с плотностью pi(x), где i = 0, 1.
Если при истинной гипотезе H0 принимается H1, то штраф равен w0,
а если при истинной гипотезе H1 принимается H0, то штраф равен w1.
При выборе правильной гипотезы штраф нулевой. Найти байесовское
решающее правило.

Решение. В данном случае апостериорные риски равны

r(H0|X) =
π1p1(X)w1

p(X)
, r(H1|X) =

π0p0(X)w0

p(X)
.

Нам следует выбирать ту гипотезу Hj , для которой апостериорный
риск r(Hj |X) минимален. Соответствующее решающее правило можно
записать так:

d(X) =


H0, если

p1(X)

p0(X)
6 π0w0

π1w1
,

H1, если
p1(X)

p0(X)
>
π0w0

π1w1
.

§ 21. Последовательный анализ Вальда†

Чем больше объем выборки, тем достовернее статистические выво-
ды, которые она позволяет сделать (меньше вариации точечных оце-
нок, больше мощность решающих правил и т. п.) Для заранее заданного
уровня достоверности всегда можно вычислить необходимый для его
достижения объем выборки.

Идея последовательного анализа заключается в том, что для до-
стижения необходимого уровня достоверности не нужно заранее фик-
сировать объем выборки, а его следует определять в ходе эксперимента
в зависимости от ранее полученных выборочных значений. Таким об-
разом, объем выборки становится случайным. Во многих задачах это
позволяет существенно уменьшить среднее число наблюдений.
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Последовательный анализ был основан в 1943 г. А. Вальдом. Он
предложил использовать последовательный критерий отношения прав-
доподобия, который позволил примерно вдвое сократить среднее число
наблюдений (при тех же вероятностях ошибок). Из-за этого открытие
Вальда в годы Второй мировой войны было засекречено.

Рассмотрим следующий пример. Пусть на Rn имеются две всюду
положительные плотности вероятностей p0(x) и p1(x) (по отношению
к мере Лебега). Известно, что распределение случайной величины x
описывается одной из этих плотностей. Требуется определить, какой
именно.

Будем рассматривать выборки XN = (x1, . . . , xN) разных объемов.
Мы хотим построить последовательность решающих правил dN(XN),
каждое из которых может принимать три значения: H0, H1 или H̄.
Если в какой-то момент времени оказывается, что dN(XN) = H0, то
принимается гипотеза H0 (о том, что распределение случайных вели-
чин xt имеет плотность p0(x)); если оказывается, что dN(XN) = H1,
то принимается гипотеза H1 (о том, что распределение xt имеет плот-
ность p1(x)); наконец, в случае dN(XN) = H̄ делается вывод о том,
что полученной информации недостаточно для выбора определенной
гипотезы, и принимается решение о добавлении к выборке очередного
значения xN+1. Описанная совокупность функций dN(XN) называется
последовательным решающим правилом.

Последовательный критерий отношения правдоподобия, который
был предложен Вальдом, имеет вид

dN(XN) =


H0, если L(XN) < A,

H1, если L(XN) > B,

H̄, если A 6 L(XN) 6 B,

(21.1)

где

L(XN) =
p1(XN)

p0(XN)
=

N∏
t=1

p1(xt)

p0(xt)
.

Введем обозначения:

zt = ln
p1(xt)

p0(xt)
, ZN = lnL(XN) = z1 + . . .+ zN .
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Теорема 21.1. Если при каждой из гипотез Hi, i = 0, 1, суще-
ствуют конечные математические ожидания µi = Eizt и дисперсии
σ2i = Dizt, то с вероятностью 1 критерий Вальда заканчивает свою
работу за конечное число шагов.

До к а з а т е л ь с т в о. Предположим для определенности, что верна
гипотеза H0. Известно, что при всех положительных x ̸= 1 имеет место
неравенство lnx < x− 1. Из него следует, что

µ0 = E0zt =

∫
Rn

p0(xt) ln
p1(xt)

p0(xt)
dxt <

∫
Rn

p0(xt)

(
p1(xt)

p0(xt)
− 1

)
dxt = 0.

Очевидно, EiZN = Nµi и DiZN = Nσ2i . Поэтому

P0{L(XN) > A} = P0{ZN −Nµ0 > lnA−Nµ0} 6

6 E0

{
(ZN −Nµ0)

2

(lnA−Nµ0)2

}
6 Nσ20

(lnA−Nµ0)2
−→ 0

(21.2)

(мы использовали то, что µ0 < 0 и, следовательно, lnA−Nµ0 > 0 при
больших N).

Если dN(XN) = H̄ при всех N , то L(XN) > A при всех N . Из (21.2)
вытекает, что вероятность такого события равна нулю. �

Пусть m — момент остановки в критерии Вальда:

m = min{N | dN(XN) ̸= H̄ }.

По только что доказанной теореме Pi{m < ∞} = 1. Оценим вероятно-
сти ошибок первого и второго рода α, β для этого критерия. Очевидно,

α = P0{dm(Xm) = H1}, β = P1{dm(Xm) = H0}.

Обозначим через Si
N множество всех выборок XN , для которых m = N

и одновременно dN(XN) = Hi. Тогда в силу (21.1)

β =
∞∑

N=1

P1(S
0
N) =

∞∑
N=1

∫
S0
N

p1(XN) dXN 6
∞∑

N=1

∫
S0
N

Ap0(XN) dXN =

= A
∞∑

N=1

P0(S
0
N) = A(1− α),
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α =

∞∑
N=1

P0(S
1
N) =

∞∑
N=1

∫
S1
N

p0(XN) dXN 6
∞∑

N=1

∫
S1
N

1

B
p1(XN) dXN =

=
1

B

∞∑
N=1

P1(S
1
N) =

1− β
B

.

Таким образом, чтобы вероятности ошибок первого и второго рода не
превосходили заданных уровней α0 и β0, достаточно взять A = β0 и
B = 1/α0 в критерии (21.1).

Вычислим среднюю длину выборки, необходимую для принятия решения в кри-
терии Вальда. Для этого нам потребуется следующая теорема.

Теорема 21.2 (тождество Вальда). Если математические ожидания Ezt
и Em конечны, то справедливо тождество EZm = Ezt · Em (при каждой из
гипотез H0, H1).

Док а з а т е л ь с т в о. Обозначим через IN характеристическую функцию мно-
жества исходов наблюдений, при которых m = N , а через χN — характеристиче-
скую функцию множества исходов, при которых m > N . Очевидно, IN = χN−1−χN .
Заметим еще, что случайная величина χN−1 полностью определяется по выборке
XN−1, и потому не зависит от zN = ln

(
p1(xN )/p0(xN )

)
. Следовательно,

Em =
∞∑

N=1

NP{m = N} =
∞∑

N=1

NEIN =
∞∑

N=1

NE{χN−1 − χN} =
∞∑

N=0

EχN ,

EZm =

∞∑
N=1

E{ZNIN} =

∞∑
N=1

N∑
t=1

E{ztIN} =

∞∑
t=1

∞∑
N=t

E{ztIN} =

=
∞∑
t=1

E{ztχt−1} =
∞∑
t=1

Ezt Eχt−1 = Ezt

∞∑
N=0

EχN = Ezt Em. �

Из критерия Вальда вытекает, что гипотеза H0 принимается при условии Zm <
lnA 6 Zm−1, а гипотеза H1 принимается при условии Zm > lnB > Zm−1. Отсюда
следует, что при истинной гипотезе H0 или H1 выполняется соответственно одно
из приближенных равенств

E0Zm ≈ lnA · (1− α) + lnB · α, E1Zm ≈ lnA · β+ lnB · (1− β),

где погрешность не превосходит величины разности Zm − Zm−1 = zm. Значит,

E0m =
E0Zm

E0zt
≈

lnA · (1− α) + lnB · α
µ0

6 lnA

µ0
, (21.3)

E1m =
E1Zm

E1zt
≈

lnA · β+ lnB · (1− β)
µ1

6 lnB

µ1
(21.4)
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(правые части неравенств (21.3) и (21.4) положительны, потому что A < 1 < B и
µ0 < 0 < µ1).

Сравним эффективность критериев Вальда и Неймана — Пирсона на простей-
шем примере. Предположим, что на вещественной прямой заданы два нормаль-
ных распределения с одинаковыми дисперсиями σ2 и разными математическими
ожиданиями θ0 < θ1. Требуется различить гипотезы θ = θ0 и θ = θ1 так, чтобы
вероятности ошибок I и II рода не превосходили ε.

В случае критерия Вальда достаточно взять A = 1/B = ε. При этом

µ0 = −µ1 =

∫
R
p0(x) ln

p1(x)

p0(x)
dx =

=
1

√
2π σ

∫
R
e−(x−θ0)2/2σ2

(
θ1 − θ0
σ2

x −
θ21 − θ20
2σ2

)
dx =

=
θ1 − θ0
σ2

θ0 −
θ21 − θ20
2σ2

= −
(θ1 − θ0)2

2σ2
.

Из последнего равенства и (21.3), (21.4) получаем

E0m = E1m ≈
2σ2 ln(1/ε)(1− 2ε)

(θ1 − θ0)2
. (21.5)

В критерии Неймана — Пирсона с одинаковыми вероятностями ошибок первого
и второго рода в силу симметрии следует выбирать гипотезу θ = θ0 при условии
x̄ < (θ0+θ1)/2 и гипотезу θ = θ1 при условии x̄ > (θ0+θ1)/2. При этом вероятности
ошибок равны

α = β = P0

{
x̄ >

θ0 + θ1

2

}
= P0

{√
N

x̄− θ0
σ

>
√
N
θ1 − θ0

2σ

}
.

Поскольку случайная величина
√
N(x̄ − θ0)/σ имеет стандартное нормальное рас-

пределение, условие α = β 6 ε равносильно тому, что

√
N
θ1 − θ0

2σ
> Φ−1(1− ε) ⇐⇒ N >

4σ2
(
Φ−1(1− ε)

)2
(θ1 − θ0)2

. (21.6)

Разделив равенство (21.5) на неравенство (21.6), получим отношение средней
длины выборки в критерии Вальда к длине выборки в критерии Неймана — Пир-
сона, обеспечивающей ту же точность:

E0m

N
6 ln(1/ε)(1− 2ε)

2
(
Φ−1(1− ε)

)2 . (21.7)

При ε = 0,05 получаем ln(1/ε) ≈ 2,996, Φ−1(1−ε) ≈ 1,645, и вся правая часть (21.7)
приближенно равна 0,49.

Задача. Докажите, что при ε→ 0 правая часть (21.7) стремится к 1/4.
Подсказка: используйте асимптотику

1− Φ(x) ∼
1

√
2πx

e−x2/2 при x → +∞,

положив в ней x = Φ−1(1− ε).



Приложение. Необходимые сведения
из теории вероятностей

I. Случайные величины

Борелевской σ-алгеброй в Rn называется минимальная σ-алгебра,
содержащая все открытые и замкнутые подмножества Rn. Отображе-
ние f : Rn → Rm называют борелевским, если прообраз любого боре-
левского множества из Rm есть борелевское подмножество в Rn.

Вероятностным пространством называется тройка (Ω,A, P ), где
Ω — произвольное множество, A — некоторая σ-алгебра подмножеств
в Ω, а P — вероятностная мера на A (то есть такая неотрицательная
мера, что P (Ω) = 1). Множества A ∈ A называются событиями, эле-
менты ω ∈ Ω называются элементарными событиями или исходами,
а число P (A) = P{ω ∈ A} называется вероятностью события A.

Любая A-измеримая функция ξ : Ω → R (или измеримое отобра-
жение ξ : Ω → Rn) называется случайной величиной (или случайным
вектором). Измеримость ξ означает, что прообраз любого борелевского
множества из R (или Rn) принадлежит σ-алгебре A.

В теории меры принят обычай пополнять исходную σ-алгебру A до σ-алгебры
измеримых множеств A′. Множество A′ называется измеримым, если существует
такое множество A ∈ A, что симметрическая разность между A′ и A содержится
в некотором элементе A нулевой меры. Очевидно, пополненная алгебра A′ зависит
от исходной меры P на A. В статистике объектом изучения являются семейства
вероятностных мер на алгебре A, и поэтому ее никогда не пополняют. На самом
деле это никак не ограничивает класс рассматриваемых случайных величин, потому
что для каждой A′-измеримой функции существует отличающаяся от нее лишь на
множестве меры нуль A-измеримая функция.

Математическим ожиданием случайной величины ξ называется
интеграл

Eξ =

∫
Ω

ξ dP

(если он существует). Множество всех случайных величин, опреде-
ленных на вероятностном пространстве (Ω,A, P ) и имеющих конечное
математическое ожидание, совпадает с пространством интегрируемых
функций L1(Ω,A, P ).

Дисперсией случайной величины ξ называется число

Dξ = E
{
(ξ− Eξ)2

}
= E

{
ξ
2
}
− (Eξ)2
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(если оно определено). Случайные величины с конечной дисперсией об-
разуют вещественное гильбертово пространство H = L2(Ω,A, P ). Ска-
лярное произведение двух случайных величин ξ, η ∈ H имеет вид

(ξ, η) =

∫
Ω

ξη dP = E{ξη}.

Ковариацией двух случайных величин ξ, η ∈ H называется число

Cov{ξ, η} = E
{
(ξ− Eξ)(η− Eη)

}
.

Ковариация между ξ и η линейно зависит от ξ и от η. Корреляцией
(или коэффициентом корреляции) между ξ и η называется число

Corr{ξ, η} =
Cov{ξ, η}√
Dξ

√
Dη

=
E
{
(ξ− Eξ)(η− Eη)

}√
E{(ξ− Eξ)2}

√
E{(η− Eη)2}

Из последнего равенства следует, что Corr{ξ, η} есть ни что иное, как
косинус угла между векторами ξ−Eξ и η−Eη в гильбертовом простран-
стве H. Если Cov{ξ, η} = 0, то случайные величины ξ и η называют
некоррелированными.

Характеристической функцией случайной величины ξ называется
функция

φ(λ) =

∫
Ω

eiλξ dP = E
{
eiλξ
}
, λ ∈ R,

где i — мнимая единица. Она равномерно непрерывна на вещественной
прямой, не превосходит по абсолютной величине единицы и удовлетво-
ряет равенству φ(0) = 1. Если еще у ξ есть математическое ожидание,
то φ′(0) = iEξ. Для случайного вектора ξ ∈ Rn характеристическая
функция определяется точно так же и обладает аналогичными свой-
ствами, нужно только считать, что λ ∈ Rn и λξ = λ1ξ1 + . . .+ λnξn.

Все случайные величины удовлетворяют неравенству Чебышёва

P
{
|ξ− a| 6 ε

}
= P

{
ω ∈ Ω

∣∣ |ξ(ω)− a| 6 ε
}
6

E
{
|ξ− a|k

}
εk

при любых положительных числах k, ε.
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II. Пространство реализаций

Пусть на вероятном пространстве (Ω,A, P ) определен случайный
вектор ξ : Ω → Rn (в частности, это может быть скалярная случайная
величина ξ : Ω → R). Обозначим буквой B борелевскую σ-алгебру в Rn.
Случайный вектор ξ автоматически порождает вероятностную меру Pξ
на B по следующему правилу:

Pξ(B) = P
{
ξ(ω) ∈ B

}
= P

(
ξ
−1(B)

)
, B ∈ B.

Эта мера называется распределением вероятностей для случайного
вектора ξ, а вероятностное пространство (Rn,B, Pξ) называется его
пространством реализаций.

Определим случайный вектор x ∈ Rn как тождественное отобра-
жение вероятностного пространства (Rn,B, Pξ) в себя. Он будет иметь
то же самое распределение вероятностей, что и ξ:

P
{
ξ(ω) ∈ B

}
= Pξ{x ∈ B}, B ∈ B. (1)

Более того, для любой борелевской функции f : Rn → R будет

E
{
f(ξ)

}
=

∫
Ω

f
(
ξ(ω)

)
dP (ω) =

∫
Rn

f(x)Pξ(dx) = E
{
f(x)

}
, (2)

причем оба интеграла сходятся или расходятся одновременно. В част-
ности, характеристическая функция

φ(λ) = E
{
eiλξ
}
=

∫
Rn

eiλxPξ(dx) (3)

есть ни что иное, как преобразование Фурье от распределения Pξ.
Как правило, в теории вероятностей изучаются не все возможные

события A ∈ A, а лишь те, которые имеют вид

ξ
−1(B) = {ω ∈ Ω | ξ(ω) ∈ B}, B ∈ B.

Тождества (1) и (2) означают, что по отношению к таким событиям
случайные векторы ξ и x ведут себя абсолютно одинаково. Поэтому
можно совершенно безболезненно заменить ξ на x, и вместо абстракт-
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ного вероятностного пространства (Ω,A, P ) рассматривать конкретное
пространство реализаций (Rn,B, Pξ). Попросту говоря, мы «забыва-
ем» про область определения случайного вектора ξ и заменяем его на
независимую переменную x ∈ Rn с распределением вероятностей Pξ.
Формулы (1) – (3) являются примерами такой замены.

Вышеописанная процедура перехода от абстрактного вероятност-
ного пространства к пространству реализаций удобна во многих отно-
шениях; обычно она применяется по умолчанию без дополнительных
пояснений.

Если существует неотрицательная функция p(x) > 0, для которой
выполняется тождество

Pξ(B) =

∫
B

p(x) dx, B ∈ B,

то она называется плотностью вероятности распределения Pξ (по
отношению к мере Лебега dx). С помощью нее равенства (2) можно
переписать так:

E
{
f(ξ)

}
=

∫
Rn

f(x)p(x) dx = E
{
f(x)

}
.

Для каждой случайной величины ξ : Ω → R определяется функция
распределения

Fξ(x) = P
{
ξ(ω) 6 x

}
.

Функция распределения всегда не убывает, полунепрерывна справа,
стремится к единице при x → +∞ и к нулю при x → −∞. Для скаляр-
ной случайной величины ξ равенства (2) принимают вид

E
{
f(ξ)

}
=

∫ ∞

−∞
f(x) dFξ(x) = E

{
f(x)

}
,

где интеграл следует понимать как интеграл Лебега — Сти́лтьеса. Если
у распределения случайной величины ξ имеется плотность p(x), то

Fξ(x) =

∫ x

−∞
p(y) dy.



Приложение. Необходимые сведения из теории вероятностей 81

III. Законы больших чисел
Случайные величины (случайные векторы) ξ1, . . . , ξn называют-

ся независимыми, если для любых борелевских множеств B1, . . . , Bn

выполняется тождество

P{ξ1 ∈ B1, . . . , ξn ∈ Bn} =
n∏

i=1

P{ξi ∈ Bi}.

Другими словами, распределение случайного вектора (ξ1, . . . , ξn) явля-
ется произведением распределений его компонент. Если распределения
случайных величин ξi имеют плотности pi(xi), то распределение слу-
чайного вектора (ξ1, . . . , ξn) тоже имеет плотность

p(x1, . . . , xn) =
n∏

i=1

pi(xi).

В теории вероятностей всегда предполагается, что все рассматри-
ваемые случайные величины являются функциями на одном и том же
«универсальном» вероятностном пространстве. Поэтому вероятность
одновременного выполнения нескольких событий определяется просто
как вероятность их пересечения1.

Математическое ожидание произведения независимых случайных
величин равно произведению их математических ожиданий:

E{ξ1ξ2 . . . ξn} =

n∏
i=1

E{ξi},

а дисперсия суммы равна сумме дисперсий:

D{ξ1 + . . .+ ξn} = Dξ1 + . . .+ Dξn.

Любые борелевские функции f1(ξ1), . . . , fn(ξn) от независимых слу-
чайных величин ξ1, . . . , ξn тоже независимы. Отсюда следует, что если
компоненты случайного вектора ξ = (ξ1, . . . , ξn) независимы, то его

1В квантовой механике случайные величины и вероятности имеют более слож-
ную природу. Вероятность одновременного выполнения нескольких событий можно
определить только тогда, когда эти события коммутируют. Для некоммутирую-
щих событий понятие одновременного выполнения просто не имеет смысла.
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характеристическая функция φξ(λ) равна произведению характерис-
тических функций компонент:

φξ(λ) = E
{
ei(λ1ξ1+ ...+λnξn)

}
=

n∏
j=1

E
{
eiλjξj

}
=

n∏
j=1

φξj (λj).

Пусть задана последовательность случайных величин ξ1, ξ2, ξ3, . . .
с одинаковыми математическими ожиданиями Eξi = a. Принято гово-
рить, что эта последовательность удовлетворяет закону больших чисел,
если последовательность средних арифметических ζn = (ξ1+. . .+ξn)/n
сходится по вероятности к константе a. В явном виде это означает, что
для любого ε > 0

P

{∣∣∣∣ξ1 + . . .+ ξn
n

− a

∣∣∣∣ > ε}→ 0 при n → ∞.

Про ту же самую последовательность говорят, что она удовлетворяет
усиленному закону больших чисел, если последовательность средних
арифметических ζn сходится к a почти наверное (с вероятностью 1).
Из сходимости почти наверное вытекает сходимость по вероятности,
поэтому усиленный закон больших чисел действительно является более
сильным утверждением, чем просто закон больших чисел.

Теорема (Колмогоров). Если случайные величины ξ1, ξ2, ξ3, . . .
независимы, одинаково распределены и имеют математическое ожи-
дание a, то для них выполняется усиленный закон больших чисел1.

IV. Центральная предельная теорема
Пусть на метрическом пространстве M задана последовательность

борелевских вероятностных мер Pn. Про нее говорят, что она сходится
(точнее, слабо сходится) к борелевской вероятностной мере P , если для
любой непрерывной ограниченной функции f : M → R∫

M

f dPn −→
∫
M

f dP. (4)

1На самом деле теорема Колмогорова — это частный случай эргодической тео-
ремы Биркгофа, являющейся одним из фундаментальных результатов теории ди-
намических систем.
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Слабую сходимость вероятностных мер можно определять разными эквивалент-
ными способами. Например, достаточно потребовать выполнение (4) для ограни-
ченных непрерывных функций с ограниченным носителем, или для ограниченных
функций, удовлетворяющих условию Липшица. Можно также сказать, что слабая
сходимость определяется слабой топологией. Окрестность вероятностной меры P
в слабой топологии состоит из вероятностных мер Q, удовлетворяющих условиям∣∣∣∣∫

M
fi dQ −

∫
M

fi dP

∣∣∣∣ < ε, i = 1, . . . , k,

где f1, . . . , fk — ограниченные непрерывные функции, а ε — произвольное положи-
тельное число. Если метрическое пространство M сепарабельно, то слабая тополо-
гия на множестве борелевских вероятностных мер метризуема.

В том случае, когда множество M совпадает с Rm, слабая сходи-
мость вероятностных мер Pn → P равносильна сходимости их харак-
теристических функций φn(λ) → φ(λ) в каждой точке λ ∈ Rm. Если же
M = R, то слабая сходимость вероятностных мер Pn → P равносильна
сходимости их функций распределения Fn(x) → F (x) в каждой точке
непрерывности функции F (x) = P

{
(−∞, x]

}
.

Исключительно важную роль в теории вероятностей и математиче-
ской статистике играет семейство нормальных распределений N (a, d)
на вещественной прямой с плотностями вида

p(x) =
1√
2πd

e−(x−a)2/2d.

Нормальное распределение N (a, d) имеет математическое ожидание a,
дисперсию d и характеристическую функцию вида φ(λ) = eiaλ−dλ2/2.
Нормальное распределение с нулевым математическим ожиданием и
единичной дисперсией называется стандартным. Ему отвечает функ-
ция распределения

Φ(x) =
1√
2π

∫ x

−∞
e−y2/2 dy.

Если случайные величины ξ1, . . . , ξn независимы и нормально распре-
делены, то любая их линейная комбинация тоже нормально распреде-
лена, причем

E{α1ξ1 + . . .+ αnξn} = α1Eξ1 + . . .+ αnEξn, (5)

D{α1ξ1 + . . .+ αnξn} = α21Dξ1 + . . .+ α2nDξn. (6)
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Центральная предельная теорема. Если случайные величины
ξ1, ξ2, ξ3, . . . независимы, одинаково распределены, имеют матема-
тическое ожидание a и дисперсию d, то

P

{
ξ1 + . . .+ ξn − na√

nd
6 z

}
−→ Φ(z) =

1√
2π

∫ z

−∞
e−x2/2 dx

для всех z ∈ R. Другими словами, распределение случайной величины

ζn =
ξ1 + . . .+ ξn − na√

nd

слабо сходится к стандартному нормальному распределению N (0, 1).
Аналогичная теорема справедлива для последовательности незави-

симых одинаково распределенных случайных векторов. Кроме того,
имеются многочисленные обобщения центральной предельной теоремы
на последовательности зависимых и разно распределенных случайных
величин, но мы не будем на них останавливаться.

V. Теорема Радона — Нико́дима
Пусть в множестве Ω имеется некоторая σ-алгебра A, на которой

задана σ-конечная мера µ. Функция ν : A → R называется зарядом
(или аддитивной функцией множества), если

ν

( ∞∪
i=1

Ai

)
=

∞∑
i=1

ν(Ai)

для любых непересекающихся множеств Ai ∈ A. Заряд ν называется
абсолютно непрерывным (относительно µ), если из равенства µ(A) = 0
вытекает ν(A) = 0.

Теорема (Радон — Нико́дим). Если заряд ν : A → R абсолютно
непрерывен, то он представляется в виде

ν(A) =

∫
A

f dµ, A ∈ A,

где f — некоторая A-измеримая интегрируемая функция.
Функция f из этой теоремы называется производной Радона — Ни-

ко́дима dν/dµ или плотностью заряда ν. Она определена с точностью
до множества меры нуль.
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VI. Стандартные распределения вероятностей
Приведем перечень наиболее часто используемых распределений на

вещественной прямой.
А) Равномерное распределение на отрезке [a, b] имеет плотность

p(x) =


1

b− a
, если x ∈ [a, b],

0, если x /∈ [a, b],

математическое ожидание (b+ a)/2 и дисперсию (b− a)2/12.
Б) Нормальное распределение N (a, d) имеет плотность

p(x) =
1√
2πd

e−(x−a)2/2d,

математическое ожидание a, дисперсию d и характеристическую функ-
цию eiaλ−dλ2/2. Нормальное распределение N (0, 1) называется стан-
дартным. Ему отвечает функция распределения

Φ(x) =
1√
2π

∫ x

−∞
e−y2/2 dy.

В) Экспоненциальное распределение с параметром λ > 0 имеет
плотность

p(x) =

{
λe−λx при x > 0,

0 при x < 0,

функцию распределения F (x) = 1 − e−λx (при x > 0), математическое
ожидание λ−1 и дисперсию λ−2.

Г) Гамма-распределение с параметрами λ, n > 0 имеет плотность

p(x) =


λnxn−1e−λx

Γ(n)
при x > 0,

0 при x 6 0,

математическое ожидание n/λ и дисперсию n/λ2. Чаще всего встреча-
ются гамма-распределения с λ = 1 и натуральными n.
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Д) Пусть ξ1, . . . , ξn — независимые случайные величины с распре-
делением N (0, 1). Тогда случайная величина χ2n = ξ21 + . . . + ξ2n имеет
распределение «хи-квадрат» с n степенями свободы. Его математиче-
ское ожидание равно n, а дисперсия 2n.

Е) Пусть ξ0, ξ1, . . . , ξn — независимые случайные величины со стан-
дартным нормальным распределением N (0, 1). Тогда распределение
случайной величины

tn =
√
n

ξ0√
ξ21 + . . .+ ξ2n

называется распределением Стьюдента с n степенями свободы. При
n → ∞ оно сходится к стандартному нормальному распределению.

Ж) Пусть χ2n и χ2m — две независимые случайные величины, имею-
щие распределения «хи-квадрат» с n и m степенями свободы соответ-
ственно. Тогда распределение случайной величины

Fn,m =
m

n

χ2n

χ2m

называется распределением Фишера с n и m степенями свободы.
З) Распределение Бернулли с вероятностью успеха p сосредоточено

в точках 0 и 1, причем P (1) = p и P (0) = 1 − p. Математическое
ожидание распределения Бернулли равно p, а дисперсия p(1− p).

И) Биномиальное распределение с вероятностью успеха p в n испы-
таниях сосредоточено в точках i = 0, 1, . . . , n, имеющих вероятности
P (i) = Ci

np
i(1 − p)n−i. Математическое ожидание биномиального рас-

пределения равно np, а дисперсия np(1− p).
К) Геометрическое распределение сосредоточено в точках i = 0,

1, 2, . . . , имеющих вероятности P (i) = p(1 − p)i. Его математическое
ожидание равно (1− p)/p, а дисперсия (1− p)/p2.

Л) Распределение Пуассона сосредоточено в точках i = 0, 1, 2, . . . ,
которые имеют вероятности P (i) = e−λλi/i! (где λ — положительный
параметр). Его математическое ожидание и дисперсия равны λ.
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